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ABSTRACT
ANALYTIC AND EXPERIMENTAL STUDIES OF 
A TRUE AIRSPEED SENSOR
J o s e p h  Y a o -C h e n g  S h e n  
O l d  D o m i n i o n  U n i v e r s i t y ,  1980  
D i r e c t o r :  D r .  Gene  L.  G o g l i a
T he  o b j e c t i v e  o f  t h i s  s t u d y  w as  t o  a n a l y z e  a n d  d e s i g n  
a  t r u e  a i r s p e e d  s e n s o r  w h i c h  w i l l  r e p l a c e  t h e  c o n v e n t i o n a l  
p i t o t - s t a t i c  p r e s s u r e  t r a n s d u c e r .  T h i s  s e n s o r  s h o u l d  h a v e  
t h e  f o l l o w i n g  c h a r a c t e r i s t i c s :  t h e  f l o w  p h e n o m e n o n  i s
v o r t e x  p r e c e s s i o n ,  o r  t h e  " v o r t e x  w h i s t l e " ,  i t  s h o u l d  h a v e  
no m o v in g  p a r t s ,  a n d  a l s o  i s  t o  b e  i n d e p e n d e n t  o f  t e m p e r a ­
t u r e ,  d e n s i t y ,  a l t i t u d e  o r  h u m i d i t y  c h a n g e s .  T h i s  s e n s o r  
h a s  b e e n  d e s i g n e d  m a i n l y  f o r  s m a l l  c o m m e r c i a l  a i r c r a f t  w i t h  
t h e  a i r s p e e d  up  t o  3 2 1 . 9  k m / h r  ( 2 0 0  m p h ) .
I n  a n  a t t e m p t  t o  m o d e l  t h e  c o m p l i c a t e d  f l u i d  m e c h a n i c s  
o f  t h e  v o r t e x  p r e c e s s i o n ,  t h r e e - d i m e n s i o n a l ,  i n v i s c i d ,  u n ­
s t e a d y ,  i n c o m p r e s s i b l e  f l u i d  f l o w  was  s t u d i e d  by  u s i n g  t h e  
h y d r o d y n a m i c a l  l i n e a r i z e d  s t a b i l i t y  t h e o r y .  T he  t e m p o r a l  
s t a b i l i t y  a p p r o a c h  was  u s e d  t o  d e r i v e  t h e  r e l a t i o n s h i p  
b e t w e e n  t h e  t r u e  a i r s p e e d  a n d  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .  The 
r e s u l t s  show  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  i s  l i n e a r l y  p r o ­
p o r t i o n a l  t o  t h e  a i r s p e e d .
The d e s i g n e d  s e n s o r  b a s i c a l l y  c o n s i s t s  o f  a  v o r t e x  
t u b e ,  a  s w i r l e r ,  a n d  a  p i c k  up s y s t e m .  When a i r  p a s s e d
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t h r o u g h  t h e  s w i r l e r ,  a  p r e c e s s i o n a l  f l o w  w as  g e n e r a t e d  a t  
t h e  r e g i o n  b e f o r e  a n d  a f t e r  t h e  s u d d e n  e n l a r g e m e n t  a r e a .
A l s o  an  a u d i a b l e  v o r t e x  w h i s t l e  i s  g e n e r a t e d .  The  s i g n a l  
i s  p i c k e d  by  t h e  m i c r o p h o n e  a n d  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  i s  
shown i n  a  f r e q u e n c y  c o u n t e r .  The  m e a s u r e m e n t  f o r  b o t h  
c l o s e d  c o n d u i t  t e s t s  a n d  w i n d  t u n n e l  t e s t s  w e r e  r e c o r d e d .
A c o m p u t e r  p r o g r a m  w as  d e v e l o p e d  f o r  o b t a i n i n g  t h e  
n u m e r i c a l  s o l u t i o n  t o  t h e  t h e o r e t i c a l  m o d e l .  The  p a r a m e t e r s  
d e s c r i b e d  t h e  s e n s o r  g e o m e t r y  w e r e  i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  
c a l c u l a t i o n .  C o m p u t a t i o n a l  r e s u l t s  f o r  v a r i o u s  c o m b i n a ­
t i o n s  o f  v o r t e x  t u b e s  a n d  s w i r l e r s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d .
F o r  a s p e c i f i c  f l o w  r a t e  o r  a i r s p e e d ,  t h e  l a r g e r  t h e  
e x i t  s w i r l e r  a n g l e ,  t h e  g r e a t e r  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .
F o r  a  s m a l l e r  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a  a t  t h e  p r e c e s s i o n a l  f l o w  
r e g i o n ,  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  i s  h i g h e r .  I t  w as  o b s e r v e d  
t h a t  a s  t h e  a i r s p e e d  w a s  i n c r e a s e d  t h e  S t r o u h a l  n um ber  
r e m a i n e d  c o n s t a n t  f o r  a  f i x e d  d e s i g n .  The  S t r o u h a l  n u m b e r  
w as  f o u n d  t o  b e  o n l y  d e p e n d e n t  on t h e  e x i t  a n g l e  on  s w i r l e r .
I n  some c a s e s ,  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  w e r e  f o u n d  t o  
b e  i n  r e a s o n a b l e  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  i n v i s c i d  t h e o r e t i c a l  
p r e d i c t i o n s .  V i s c o u s  e f f e c t s  on  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  
s e n s o r  w as  b e l i e v e d  t o  b e  a p p r e c i a b l e  when e x p e r i m e n t  a n d  
t h e o r y  d i f f e r e d .
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1. INTRODUCTION
At t h e  p r e s e n t  t i m e ,  t h e r e  a r e  two t y p e s  o f  a i r s p e e d  
i n s t r u m e n t s  w h i c h  m i g h t  b e  u s e d  on a i r c r a f t :  t h e  d i f f e r -
e n t i a l - p r e s s u r e  t y p e  a n d  t h e  t r u e  a i r s p e e d  m e t e r .  The 
p i t o t - s t a t i c  i n s t r u m e n t ,  w h i c h  i s  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l -  
p r e s s u r e  t y p e ,  i s  h o w e v e r  e x c l u s i v e l y  u s e d .  T h i s  i n d i c a t o r  
i s  c a l i b r a t e d  i n  t e r m s  o f  a i r s p e e d  a t  a  s t a n d a r d  a i r  d e n s i t y .  
I n  o r d e r  t o  o b t a i n  t h e  a c t u a l  a i r s p e e d  a t  o t h e r  d e n s i t i e s ,  
a  c o r r e c t i o n  m u s t  b e  m a d e .  T he  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  p i t o t -  
s t a t i c  t u b e  i s  g r e a t l y  a f f e c t e d  b y  i n s t a l l a t i o n  l o c a t i o n .
One m u s t  t h e r e f o r e  f i n d  a  l o c a t i o n  f o r  t h e  p i t o t - s t a t i c  
o p e n i n g s  t h a t  w i l l  b e  f r e e  f r o m  s t r u c t u a l  i n t e r f e r e n c e  
e f f e c t s .
The t r u e  a i r s p e e d  s e n s o r  i s  t h e  c o n v e n t i o n a l  t y p e  o f  
m e t e r  w i t h  r o t a t i n g  s u r f a c e s ,  s u c h  a s  p r o p e l l e r s ,  w h i c h  
g i v e s  r e a d i n g s  i n d e p e n d e n t  o f  a i r  d e n s i t y .  The  s e n s o r  i s  
u s u a l l y  u s e d  i n  m a k i n g  m e a s u r e m e n t s  o f  a i r s p e e d s  i n  t h e  
l o w e r  r a n g e s .  One k i n d  o f  t r u e  a i r s p e e d  s e n s o r  u s e d  b y  t h e  
U n i t e d  S t a t e s  Navy on a i r s h i p s  i s  known a s  t h e  c o m m u t a t o r -  
c o n d e n s o r  t y p e .
The i d e a  o f  d e s i g n i n g  a  t r u e  a i r s p e e d  s e n s o r  o r i g i n ­
a t e d  f r o m  t h e  d i s c o v e r y  o f  v o r t e x  w h i s t l e  a n d  t h e  f l o w  
p h e n o m e n o n - p r e c e s s i o n ,  w h i c h  i s  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  o f
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v o r t e x  s h e d d i n g .  The u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  o r i g i n  o f  t h e  
s o u n d  o r  w h i s t l e  w a s  s t u d i e d  b y  a  f e w  i n v e s t i g a t o r s  [ 1 - 3 ] *  
f r o m  d i f f e r e n t  p o i n t s  o f  v i e w .  A l s o ,  t h e  v o r t e x  s h e d d i n g  
p r o b l e m s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a e r o l i a n  t o n e s  a n d  e d g e t o n e s  
w e r e  s t u d i e d  a n d  o b s e r v e d  e x p e r i m e n t a l l y  b y  many r e s e a r c h ­
e r s  [ 4 - 1 2  ] .  V e r y  few  p e o p l e  w o r k e d  o n  t h e  v o r t e x  w h i s t l e  
a n d  p r e c e s s i o n a l  f l o w  p r o b l e m s .  B e r n a r d  V o n n e g u t  [ 1 3 ]  i n  
1954  w a s  t h e  f i r s t  t o  d i s c o v e r  a n d  i n v e s t i g a t e  t h e  v o r t e x  
w h i s t l e .  In  h i s  l a b o r a t o r y ,  t h e y  w e r e  c o n d u c t i n g  an  e x p e r i  
m e n t  on a  v o r t e x  c r e a t i n g  h o u s i n g  f o r  a i r c r a f t  t h e r m o m e t e r s  
D u r i n g  t h e i r  e x p e r i m e n t s ,  t h e y  o b s e r v e d  a  s o u n d  t h a t  w as  
g e n e r a t e d  when t h e  r o t a t i n g  a i r  e s c a p e d  f r o m  t h e  o p e n  e n d  
o f  t h e  t u b e .  T h e y  a l s o  f o u n d  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h i s  
s o u n d  i n c r e a s e d  w i t h  i n c r e a s i n g  r a t e s  o f  a i r  f l o w .  I n  
a d d i t i o n ,  t h e  f r e q u e n c y  t h a t  w as  p r o d u c e d  d e c r e a s e d  a s  t h e  
l e n g t h  o f  t h e  t u b e  i n  w h i c h  t h e  v o r t e x  r o t a t e s  w as  i n ­
c r e a s e d .  V o n n e g u t  s u g g e s t e d  t h a t  t h e  v o r t e x  i n s t a b i l i t y  
l e a v i n g  t h e  t u b e  c a u s e d  t h e  w h i s t l e .  V o n n e g u t  d e v e l o p e d  an 
e m p i r i c a l  f o r m u l a  d e s c r i b i n g  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  h i s  w h i s t l e  
I n  1 9 5 5 ,  I r v i n g  M i c h e l s o n  [ 1 4 ]  p u b l i s h e d  a  p a p e r  w h i c h  
was  t h e  f i r s t  a n a l y t i c a l  w o rk  on  t h e  t h e o r y  o f  a  v o r t e x  
w h i s t l e .  He c o n s i d e r e d  t h e  f l o w  t h r o u g h o u t  t h e  w h i s t l e  t o  
b e  t w o - d i m e n s i o n a l  u n s t e a d y ,  i n v i s c i d  a n d  i s e n t r o p i c .  He 
i n t r o d u c e d  t h e  p a r a m e t e r s  s ,  u ' , a n d  v '  w h e r e  s  w a s  a  n o n -  
d i m e n s i o n a l  d e n s i t y  p e r t u r b a t i o n .  By t h i s  m e t h o d ,  h e  w a s
♦Num bers  i n  b r a c k e t s  i n d i c a t e  r e f e r e n c e s .
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a b l e  t o  a r r i v e  a t  l i n e a r i z e d  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s .  A 
s e c u l a r  e q u a t i o n  w as  t h e n  d e r i v e d  w i t h  o n e  r o o t  o f  p a r t i ­
c u l a r  i n t e r e s t  b e i n g  n o t e d .  From t h e  s o l u t i o n  a n d  t h e  
s e c u l a r  e q u a t i o n ,  h e  n o t e d  t h e  o c c u r e n c e  o f  a  f r e q u e n c y  
t h a t  w a s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  f l o w  s p e e d  U. When h e  i n t r o ­
d u c e d  t h e  i s e n t r o p i c  f l o w  r e l a t i o n s h i p ,  h e  w as  a b l e  t o  
e x p r e s s  t h e  f r e q u e n c y  i n  t e r m s  o f  p r e s s u r e  d r o p  a n d  r e s e r ­
v o i r  s o u n d  s p e e d  C ^ .  M i c h e l s o n ' s  t h e o r y  c o m p a r e s  v e r y  
f a v o r a b l e  w i t h  V o n n e g u t ' s  e m p i r i c a l  f o r m u l a .
I n  1 9 5 7 ,  J .  P .  N i c k l a s  [ 1 5 ]  r e p o r t e d  h i s  w o r k  o n  t h e  
i n v e s t i g a t i o n  o f  a  v o r t e x  t u b e  a c o u s t i c  t r u e  a i r s p e e d  s e n ­
s o r  c o n d u c t e d  a t  t h e  C o r n e l l  A e r o n a u t i c a l  l a b o r a t o r y .  He 
i n v e s t i g a t e d  t h e  f e a s i b i l i t y  o f  m e a s u r i n g  t r u e  a i r c r a f t  
a i r s p e e d  b y  m e a s u r i n g  t h e  f r e q u e n c y  o f  t h e  s o u n d  p r o d u c e d  
i n  a  v o r t e x  t u b e  m o u n t e d  on an  a i r p l a n e .  N i c k l a s ,  h o w e v e r ,  
c o n c e n t r a t e d  h i s  e f f o r t s  on  t h e  s i n g l e  t a n g e n t i a l  n o z z l e  
v o r t e x  t u b e .  H i s  d a t a  r e v e a l e d  t h a t  t h e  f u n d a m e n t a l  s o u n d  
f r e q u e n c y  o f  a  v o r t e x  t u b e  c o u l d  b e  c o n s i d e r e d  a  l i n e a r  
f u n c t i o n  o f  t r u e  a i r s p e e d  i n  t h e  s u b s o n i c  s p e e d  r a n g e .  He 
i n d i c a t e d  t h a t  t h e  a l t i t u d e  a n d  t e m p e r a t u r e  s e n s i t i v i t i e s  
o f  t h e  v o r t e x  t u b e  c o u l d  b e  r e d u c e d  b y  p r o p e r  d e s i g n .  In  
h i s  c o n c l u s i o n ,  h e  a l s o  m e n t i o n e d  t h a t  no  s i g n i f i c a n t  im ­
p r o v e m e n t  i n  s i g n a l  q u a l i t y  w a s  o b t a i n e d  b y  m o d i f y i n g  t h e  
t u b e  s h a p e .  N i c k l a s  a l s o  s t u d i e d  t h e  e f f e c t  t h e  a n g l e  o f  
a t t a c k  h a d  on f r e q u e n c y  r e s p o n s e .
I n  1 9 6 0 ,  M. S u z u k i  [ 1 6 ]  s t u d i e d  a n d  i n v e s t i g a t e d  t h e
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v o r t e x  t u b e  w i t h  a n  o b j e c t i v e  o f  f i n d i n g  a  m e t h o d  o f  e l i m ­
i n a t i n g  t h e  w h i s t l e  o c c u r r i n g  i n  t h e  v o r t e x  t u b e .  I n  h i s  
a n a l y s i s  h e  a s s u m e d  b o t h  a  f r e e  a n d  f o r c e d  v o r t e x  r e g i o n  o f  
v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n .  S u z u k i ,  u s i n g  t h e  b o u n d a r y  c o n d i ­
t i o n s  a t  t h e  w a l l  a n d  a t  t h e  i n t e r f a c e  b e t w e e n  f r e e  and  
f o r c e d  v o r t e x ,  d e r i v e d  a  l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  r e l a t i o n s h i p  
b e t w e e n  t h e  p e c u l i a r  f r e q u e n c y  a n d  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  
t h e  f o r c e d  v o r t e x .  I n  h i s  d e r i v a t i o n ,  t h e  d e n s i t y  a n d  
v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  w e r e  s e p a r a t e d  i n t o  mean a n d  f l u c t u a ­
t i o n  t e r m s .  S u z u k i  i n t r o d u c e d  a  n u m b e r  o f  a s s u m p t i o n s  a n d  
r e s t r i c t i o n s  t o  e n a b l e  h im  t o  o b t a i n  t h e  B e s s e l ' s  e q u a t i o n  
a n d  i t s  s o l u t i o n .  A l t h o u g h  S u z u k i  d i d  n o t  p r e s e n t  e i t h e r  
n u m e r i c a l  o r  q u a n t i t a t i v e  r e s u l t s ,  he  d i d ,  h o w e v e r ,  r e p o r t  
and  d i s c u s s  h i s  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  I n  a d d i t i o n  t o  t h e  
l i n e a r  r e l a t i o n s h i p ,  S u z u k i  f o u n d  t h a t  no  s o u n d  w as  p r o ­
d u c e d  a t  s m a l l  f l o w  r a t e s ,  a n d  t h a t  when t h e  v a l u e  o f  L /Dc c
was  l e s s  t h a n  u n i t y ,  n o  d i s t i n c t  f r e q u e n c y  c o u l d  b e  o b ­
s e r v e d .  L w as  t h e  l e n g t h  o f  c o l d  t u b e  i n  h i s  m o d e l ,  
w h e r e a s  t h e  Dc  was  t h e  d i a m e t e r  o f  t h e  o u t l e t .
I n  1 9 6 3 ,  R o b e r t  C. C h a n a u d  [ 1 7 ]  c o n v e r t e d  V o n n e g u t ' s  
d a t a  i n t o  R e y n o l d s  a n d  S t r o u h a l  n u m b e r s ,  an d  f o u n d  t h a t  t h e  
a i r  a n d  w a t e r  d a t a  w e r e  a l m o s t  c o i n c i d e n t ,  s u g g e s t i n g  t h a t  
d y n a m i c  s i m i l a r i t y  m i g h t  o c c u r .  The p e r t u r b a t i o n  o f  a  
t w o - d i m e n s i o n a l  i n v i s c i d  v o r t e x  f l o w  w as  i n v e s t i g a t e d .  
C h a n a u d  d e r i v e d  a  l i n e a r  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  p e r t u r b a t i o n  
f r e q u e n c y  a n d  f l u i d  a n g u l a r  v e l o c i t y  f o r  n e u t r a l l y  s t a b l e  
o s c i l l a t i o n s  o f  an  i n v i s c i d  f l o w .  H i s  r e s u l t s  s u p p o r t  t h e
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i n v e s t i g a t i o n s  a n d  c o n c l u s i o n s  r e p o r t e d  b y  V o n n e g u t  a n d  
M i c h e l s o n .  He c o n f i r m e d  t h a t  t h e  p r e c e s s i o n a l  f r e q u e n c y  i s  
t h e  same a s  t h e  s o u n d  f r e q u e n c y  a n d  t h a t  t h e  f l u i d  a n g u l a r  
v e l o c i t y  i s  s i m p l y  r e l a t e d  w i t h  t h e  p r e c e s s i o n  f r e q u e n c y  
o f  t h e  u n s t a b l e  m o t i o n .  I n  h i s  c o n c l u s i o n ,  h e  m e n t i o n e d  
t h a t  " h i g h  s p e e d "  w a s  n o t  n e c e s s a r y  t o  g e n e r a t e  t h e  w h i s t l e ,  
a s  v e l o c i t i e s  o f  f i v e  f e e t  p e r  s e c o n d  w e r e  f o u n d  s u f f i c i e n t .  
He, a s  o t h e r s  d i d ,  e x p l a i n e d  t h a t  t h e  i n s t a b i l i t y  w h i c h  
o c c u r r e d  w as  d u e  t o  t h e  s u d d e n  a r e a  c h a n g e  a t  t h e  t u b e  e x i t .  
C h a n a u d ' s  r e s u l t s  show  t h a t  t h e  a m p l i t u d e  o f  o s c i l l a t i o n  
w i t h i n  t h e  t u b e  d e p e n d s  on how t h e  a r e a  c h a n g e s ;  a  g r a d u a l  
a r e a  i n c r e a s e  p e r m i t s  l a r g e r  a m p l i t u d e  f l o w  o s c i l l a t i o n s  
w h e r e a s  an  a b r u p t  a r e a  c h a n g e  r e d u c e s  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  
f l o w  o s c i l l a t i o n  w i t h i n  t h e  t u b e .  He m e n t i o n e d  t h a t  t h i s  
may b e  t h e  r e a s o n  V o n n e g u t  d i d  n o t  d e t e c t  t h e  s o u n d  w i t h  a  
f l a r e d  t u b e .  He a l s o  s t a t e d  t h a t  no  q u a n t i t a t i v e  i n f o r m a ­
t i o n  on t h e  n a t u r e  o f  t h e  i n s t a b i l i t y  h a d  b e e n  o b t a i n e d .
P o w e l l  [ 1 8 ]  i n  1964 p u b l i s h e d  a  p a p e r  d i s c u s s i n g  t h e  
o r i g i n  o f  t h e  s o u n d .  He s h o w e d  a n d  e x p l a i n e d  i n  d e t a i l  
f r o m  a p h y s i c a l  p o i n t  o f  v i e w  how a e r o d y n a m i c  s o u n d  i n  an 
u n s t e a d y  f l u i d  f l o w  w a s  g e n e r a t e d  a s  a  r e s u l t  o f  t h e  m ove­
m en t  o f  v o r t i c e s ,  o r  o f  v o r t i c i t y .
I n  1 9 6 5 ,  C h a n a u d  [ 1 9 ]  p u b l i s h e d  a  p a p e r  d e s c r i b i n g  t h e  
e x p e r i m e n t a l  s t u d y  i n  c e r t a i n  s w i r l i n g  f l o w s .  One o f  t h e  
s w i r l i n g  f l o w s  w as  s t u d i e d  b y  T a l b o t  [ 2 0 ] .  The e x p e r i m e n t ­
a l  r e s u l t s  show t h a t  t h e  p e r i o d i c  m o t i o n  i n  b o t h  a  v o r t e x  
w h i s t l e  a n d  a  c y c l o n e  s e p a r a t o r  c a n  b e  d e s c r i b e d  i n  t e r m s
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o f  a  h y d r o d y n a m i c  o s c i l l a t o r  w h e r e  t h e  f r e q u e n c y  i s  c l o s e l y  
r e l a t e d  t o  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  o f  t h e  f l o w .  C h a n a u d  a l s o  
m e n t i o n e d  t h a t  t h e  two i m p o r t a n t  p a r a m e t e r s ,  t h e  R e y n o l d s  
n um ber  a n d  t h e  S t r o u h a l  n u m b e r ,  a r e  b o t h  o f  s u c h  m a g n i t u d e  
t h a t  i t  a p p e a r s  no  i m p o r t a n t  s i m p l i f i c a t i o n s  c a n  b e  made 
i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  a n a l y t i ­
c a l l y .  The  e n e r g y  o f  t h e  o s c i l l a t o r  i s  d e r i v e d  f r o m  t h e  
h y d r o d y n a m i c  i n s t a b i l i t y  o f  t h e  f l u i d  w i t h i n  a  r e v e r s e d -  
f l o w  r e g i o n  on  t h e  s w i r l  a x i s .  No q u a n t i t a t i v e  i n f o r m a t i o n  
i s  a v a i l a b l e  on  t h e  c o n d i t i o n  o f  a  s t e a d y  r e v e r s e d - f l o w  
r e g i o n .  C h a n a u d ,  h o w e v e r ,  m e n t i o n e d  t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  
r e s u l t s  s u g g e s t  t h a t  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  p e r t u r b a t i o n  
a n a l y s i s  may p r o v e  o f  some v a l u e  i n  d e s c r i b i n g  t h e  a m p l i ­
f i e r  p a r t  o f  t h e  o s c i l l a t o r .
R o d e l y ,  e t  a l  [ 2 1 ]  f o u n d  t h a t  t h e  o s c i l l a t i v e  m o t i o n  
b e g a n  o n l y  b e y o n d  c e r t a i n  R e y n o l d s  n u m b e r s .  He a l s o  o b ­
s e r v e d  t h a t  t h e  o s c i l l a t i v e  m o t i o n  w a s  a c c o m p a n i e d  b y  t h e  
r e v e r s a l  o f  f l o w  n e a r  t h e  t u b e  a x i s .  Gove a n d  Ranz [ 2 2 ]  i n  
t h e i r  p a p e r  e x p l a i n e d  i n  d e t a i l  t h i s  r e v e r s a l  o f  f l o w .
The r e v e r s a l  o f  f l o w  w as  c a u s e d  by  t h e  s u d d e n  a r e a  e n l a r g e ­
m en t  a t  t h e  t u b e  e x i t .  I n  t h e  b e t t e r  s w i r l e r  d e s i g n s  t h e  
R o s s b y  n u m b e r  c o u l d  b e  h e l d  c o n s t a n t  f o r  v a r i o u s  R e y n o l d s  
n u m b e r s .  T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  i s  l i n e a r l y  
r e l a t e d  t o  t h e  f l o w  r a t e .  H o w ev e r ,  b e l o w  some R e y n o l d s  
n u m b e r ,  due  t o  v i s c o u s  e f f e c t s ,  t h e r e  w e r e  d e v i a t i o n s  f r o m  
t h e  c o n s t a n t  v a l u e .
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C h a n a u d  a g a i n  i n  1 9 7 0  [ 2 3 ]  s u g g e s t e d  t h a t  i n  t h e  
a e r o d y n a m i c  w h i s t l e  t h e  v i b r a t i n g  s y s t e m  i s  t h e  a i r  i t s e l f .  
T h i s  i s  i n  c o n t r a s t  t o  n o n a e r o d y n a m i c  d e v i c e s  s u c h  a s  a  
d rum  o r  l o u d  s p e a k e r ,  w h e r e  s o u n d  i s  g e n e r a t e d  when a  
m e c h a n i c a l  s y s t e m  v i b r a t e s  a n d  d i s t u r b e s  t h e  a i r .  C h a n a u d  
s h o w e d  t h a t  d u e  t o  t h e  i n s t a b i l i t y  o f  t h e  s y s t e m  a  s m a l l  
d i s t u r b a n c e  i n  t h e  s t r e a m  f l o w i n g  t h r o u g h  t h e  a e r o d y n a m i c  
w h i s t l e  was  a m p l i f i e d ,  a n d  t h a t  k i n e t i c  e n e r g y  w as  c o n v e r t ­
e d  t o  o s c i l l a t o r y  e n e r g y .  P a r t  o f  t h e  e n e r g y  o f  t h e  a m p l i ­
f i e d  d i s t u r b a n c e  i s  f e d  b a c k  u p s t r e a m ,  w h e r e  t h e  f l o w  i s  
m o s t  u n s t a b l e ,  a n d ,  i f  t h e  r i g h t  f r e q u e n c y  a n d  a m p l i t u d e  
e x i s t s ,  i t  i n t e r a c t s  w i t h  t h e  o r i g i n a l  d i s t u r b a n c e  t o  m a i n ­
t a i n  t h e  p r o c e s s .  A f t e r  a  f e w  c y c l e s  t h e  f e e d b a c k  c o n t r o l s  
t h e  i n p u t  c o m p l e t e l y .  A w h i s t l e  i s  p r o d u c e d  when  t h e  f l o w  
s p e e d  i s  h i g h  e n o u g h  a n d  t h e  f r e q u e n c y  i s  i n  t h e  a u d i b l e  
r a n g e .
As m e n t i o n e d  i n  [ 2 1 ,  2 4 - 2 9 ] ,  t h e r e  i s  o n e  common f e a ­
t u r e  t h a t  i n t r o d u c e s  t h e  c o n c e p t  o f  " n o  m o v in g  p a r t s "  i n  
f l u i d i c  d e v i c e s .  I n  c o n t r a s t  t o  t h i s  c o n c e p t  i s  t h e  
d e v i c e  w i t h  m o v i n g  p a r t s  a s  i n  [ 3 0 ] .  F l u i d i c  d e v i c e s  h a v e  
b e e n  w i d e l y  r e s e a r c h e d  i n  t h e  p a s t  19 y e a r s .  S i m p l i c i t y ,  
r e l i a b i l i t y  a n d  e a s y  m a i n t e n a n c e  make f l u i d i c  d e v i c e s  
a t t r a c t i v e .  A q u o t e  f r o m  t h e  t e x t  D e s i g n  T h e o r y  o f  F l u i d i c  
C o m p o n e n t s  [ 3 1 ] ,  w o r t h y  o f  m e n t i o n  i s :
A l t h o u g h  p r e s e n t  t h e o r y  g i v e s  r e s u l t s  
s u f f i c i e n t l y  a c c u r a t e  f o r  e n g i n e e r i n g  
d e s i g n ,  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  j u s t i f y  
a l l  t h e  a s s u m p t i o n s  u s e d .  T h u s  i n  a  
s c i e n t i f i c  s e n s e  t h e  t h e o r y  i s  n o t
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a l w a y s  s a t i s f y i n g ,  b u t  i n  an  e n g i n e e r i n g  
d e s i g n  s e n s e  t h e  t h e o r y  d o e s  seem  t o  b e  
s a t i s f a c t o r y .
I n  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  f l u i d i c  m o d e l s  w e r e  d e s i g n e d  and  
t h e n  t e s t e d  i n  b o t h  w a t e r  a n d  a i r .  F lo w  v i s u a l i z a t i o n  
t e s t s  i n  a  w a t e r  m o d e l  w e r e  u n d e r t a k e n  i n  o r d e r  t o  a c t u a l l y  
s e e  t h e  f l o w  p h e n o m en o n  o f  p r e c e s s i o n .  S m a l l e r  m o d e l s  w e r e  
s u b s e q u e n t l y  made  f o r  t e s t i n g  w i t h  c o m p r e s s e d  a i r  a n d  i n  a 
w i n d  t u n n e l .  A c o m p l e t e  a n a l y t i c a l  a n a l y s i s  w a s  p r o v i d e d  
i n  t h i s  s t u d y .  The  p h y s i c a l  m o d e l s  w e r e  s i m u l a t e d  a n d  
u s e d  i n  c o m p u t e r  c a l c u l a t i o n .  The n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  i n ­
v o l v e d  t r u e  a i r s p e e d s  up  t o  3 2 1 . 8 9  km (2 0 0  m i l e s )  p e r  h o u r .  
S i x  d i f f e r e n t  c o m b i n a t i o n s  o f  v o r t e x  t u b e s  a n d  s w i r l e r s  
w e r e  u s e d  b o t h  i n  c o m p u t e r  c a l c u l a t i o n s  a s  w e l l  a s  i n  e x ­
p e r i m e n t a l  t e s t s .
The o b j e c t i v e  o f  t h i s  s t u d y  w as  t w o - f o l d .  The  f i r s t  
o b j e c t i v e  w as  t o  a n a l y z e  a n d  d e s i g n  a  t r u e  a i r s p e e d  s e n s o r  
w h i c h  w i l l  r e p l a c e  t h e  c o n v e n t i o n a l  p i t o t - s t a t i c  p r e s s u r e  
t r a n s d u c e r  f o r  s m a l l  c o m m e r c i a l  a i r c r a f t .  The  d e s i r e d  
f e a t u r e s  o f  t h i s  s e n s o r  s h o u l d  i n c l u d e  t h e  f l o w  p h e n o m e n o n -  
p r e c e s s i o n , v o r t e x  w h i s t l e  a n d  h a v e  n o  m o v in g  p a r t s .  I n  
a d d i t i o n  t h i s  s e n s o r  s h o u l d  n o t  b e  a f f e c t e d  b y  t e m p e r a t u r e ,  
d e n s i t y ,  a l t i t u d e ,  a n d  h u m i d i t y  c h a n g e s .  The  s e c o n d  o b ­
j e c t i v e  w as  t o  o b t a i n  a n u m e r i c a l  s o l u t i o n  a n d  p r e d i c t  t h e  
f r e q u e n c y  r e s p o n s e  w h i c h  i s  g e n e r a t e d  b y  t h e  v o r t e x  w h i s t l e  
a t  a  c e r t a i n  a i r s p e e d .  P r i o r  t o  t h i s  s t u d y ,  t h e o r e t i c a l  
r e s u l t s  w e r e  n e v e r  p r e s e n t e d  q u a n t i t a t i v e l y  t o  e n a b l e  a  
c o m p a r i s o n  w i t h  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  T h u s  t h i s  s t u d y  w i l l
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p r e s e n t  a  g e n e r a l  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e m  a n d  a l s o  p r o v i d e  
s p e c i f i c  a n a l y t i c a l  r e s u l t s  f o r  c o m p a r i s o n  p u r p o s e s .  A 
c o r r e c t i o n  f a c t o r  f o r  v i s c o u s  e f f e c t s  w i l l  l a t e r  b e  i n t r o ­
d u c e d  t o  e n a b l e  a  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  
a n d  e x p e r i m e n t a l  d a t a .
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2. THEORY
F o r  t h i s  s t u d y ,  t h e  f l o w  i s  a s s u m e d  t o  b e  t h r e e -  
d i m e n s i o n a l ,  i n v i s c i d ,  u n s t e a d y  a n d  i n c o m p r e s s i b l e .  The 
a n a l y s i s  p r e s e n t e d  h e r e  i s  b a s e d  on  t h e  h y d r o d y n a m i c a l  
l i n e a r i z e d  s t a b i l i t y  t h e o r y .  The h y d r o d y n a m i c a l  l i n e a r i z e d  
s t a b i l i t y  t h e o r y  a s  m e n t i o n e d  i n  [ 3 2 - 3 8 ]  h a s  b e e n  u s e d  i n  
a  v a r i e t y  o f  p r o b l e m s .  I n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  t h e o r y  
f o r  t h e  t e m p o r a l  s t a b i l i t y  a p p r o a c h ,  t h e  f r e q u e n c y  w as  c o n ­
s i d e r e d  a  c o n s t a n t  c o m p l e x  q u a n t i t y ,  a n d  t h e  w a v en u m b e r  k 
a  r e a l  n u m b e r .  L a t e r  i t  w i l l  b e  o b s e r v e d  t h a t  when t h e  
i m a g i n a r y  p a r t  o f  t h e  f r e q u e n c y  i s  g r e a t e r  t h a n  z e r o ,  t h e  
d i s t u r b a n c e  g r o w s  e x p o n e n t i a l l y  i n  t i m e  a n d  i s  t e r m e d  a 
t e m p o r a l l y  u n s t a b l e  d i s t u r b a n c e .  T h i s  d i s t u r b a n c e  when 
a m p l i f i e d  t o  a  c e r t a i n  d e g r e e  g i v e s  a  d e f i n i t e  w h i s t l e  a t  
a  f r e q u e n c y  w h i c h  i s  l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  t r u e  
a i r s p e e d .  The i n i t i a l  e f f o r t  w i l l  b e  d e v o t e d  t o  t h e  s t u d y  
o f  t h e  d i s t u r b a n c e  c a u s e d  b y  s u d d e n  e n l a r g e m e n t  i n  t h e  r e a r  
e n d  o f  t h e  v o r t e x  t u b e  a s  shown i n  F i g .  1 .  N o t i c e  t h a t  t h e  
v a r i a b l e  f l u i d  p r o p e r t i e s ,  c o m p r e s s i b i l i t y  e f f e c t s  a n d  
v i s c o u s  e f f e c t s  w e r e  n e g l e c t e d  t h r o u g h o u t  i n  t h i s  s t u d y .
F o r  t h e  f l o w  d e s c r i b e d  a b o v e ,  t h e  c o n t i n u i t y  a n d  
momentum e q u a t i o n s  e x p r e s s e d  i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s
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— P i c k - o f f
- z
V V / / / J
—  E n l a r g e m e n t  s e c t i o n
■Pis* 1 D e s i g n e d  c r o s s - s e c t i o n a l  v i e w  a n d  d e s c r i p t i o n  o f  t r u e  a i r s p e e d  
s e n s o r .
i- 4H4
1 2
a r e  a s  f o l l o w s :  
c o n t i n u i t y
1 3 , \  , 1 3v  , _  n ,-,s
r  3 r  ( r u )  r  30 3Z ( ^
r -m om en tum
3u  3u  , v  3u , 3u  v 2  1  3p
3 t + u 3 F  + ? 8 9 + w 3 ¥ - 5 ---------- F 3?  ( 2 )
0 -mom entum
3v S^  v ^ v 3v u v _  _ 1 3 p
3 t  3 r  r  ¥ 0  ¥ z  r -------^ 3 0  ( 3 )
z -m om en tum
3w 3w , v  3w , 3w _ 1  3p . . .
7 T T  +  U -T—  +  —  TT7T +  W  —  =  -  —  7 T "  ( 4 )3 t  3 r  r  30 3z p 3z
w h e r e  u ,  v a n d  w d e n o t e  r e s p e c t i v e l y  t h e  a c t u a l  f l u i d
r a d i a l  v e l o c i t y  Vr , t a n g e n t i a l  v e l o c i t y  Vq a n d  a x i a l
v e l o c i t y  V .z
I t  i s  t h e  p u r p o s e  h e r e  t o  d e r i v e  t h e  e q u a t i o n s  t h a t  
c o n t r o l  t h e  s m a l l  d i s t u r b a n c e s  o f  a  s w i r l i n g  a n d  s t e a d y  
mean f l o w .  T h i s  i s  a c c o m p l i s h e d  i n  t h r e e  s t e p s :  s e p a r a ­
t i o n  o f  f l u c t u a t i o n s ,  l i n e a r i z a t i o n  a n d  r e c o u r s e  t o  com­
p l e x  f u n c t i o n s .
A c c o r d i n g  t o  t h e  f i r s t  s t e p  t h e  v e l o c i t i e s  a r e  s e p a r ­
a t e d  i n t o  a  mean v a l u e  a n d  a  f l u c t u a t i o n  f r o m  t h e  mean .
I t  i s  a s s u m e d  t h a t  i n  t h e  a b s e n c e  o f  f l u c t u a t i o n s  t h e  f l o w  
i s  l a m i n a r  a n d  c a n  b e  s p e c i f i e d  a s  f o l l o w s :
u  = 0 ,  v  = V ( r ) ,  w = f ( r ) ,  p  = P ( r ) ,  ( 5 )
w h e r e  t h e  r  c o m p o n e n t  mean v e l o c i t y  i s  a s s u m e d  t o  b e  z e r o ,  
a n d  t h e  f l u i d  b e y o n d  t h e  s w i r l i n g  f l o w  g e n e r a t o r  c o n s i s t s
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o f  a  f o r c e d  v o r t e x  f l o w ,  o r  s o l i d  b o d y  r o t a t i o n .  The  mean 
f l o w  i n  t h e  0 - d i r e c t i o n ,  t h e  a x i a l  mean f l o w  a n d  t h e  p r e s ­
s u r e  t e r m s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  f u n c t i o n s  o f  r a d i u s  o n l y .  I f  
u 1 , v '  a n d  w' d e n o t e  r e s p e c t i v e l y  t h e  f l u c t u a t i o n s  i n  t h e  
r ,  0  a n d  z  d i r e c t i o n s ,  a n d  p ’ d e n o t e s  t h e  f l u c t u a t i o n s  i n  
t h e  p r e s s u r e  t h e n  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p s  c a n  b e  u s e d  
t o  e x p r e s s  t h e  i n s t a n t a n e o u s  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  a n d  
p r e s s u r e :
u  = u ' ( r , 0 , z ,  t )  ( 6 )
v  = V ( r )  + v ' ( r , 0 ,  z ,  t )  ( 7 )
w = W( r )  + w ' ( r ,  0 ,  z ,  t )  ( 8 )
p  = P ( r )  + p ' ( r ,  0 ,  z ,  t )  ( 9 )
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  mean f l o w ,  i . e . ,  V,  W a n d  P 
m u s t  s a t i s f y  t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n s  ( 1 )  t h r o u g h  ( 4 ) .  
T h e r e f o r e ,  i f  e q u a t i o n s  ( 6 ) t h r o u g h  ( 9 )  a r e  i n t r o d u c e d  
i n t o  e q u a t i o n s  ( 1 )  t h r o u g h  ( 4 ) ,  a n d  t h e  mean f l o w  s u b ­
t r a c t e d  f r o m  t h e s e ,  o n e  o b t a i n s :
t h e  c o n t i n u i t y  d i s t u r b a n c e  e q u a t i o n ,
3 u ' i u '  1  9v '  , 9w’ _
t h e  r -m o m en tu m  d i s t u r b a n c e  e q u a t i o n ,
9 u ’ , 9u' , 1 ,7 7  3u' , 9 u ' s , 9 u 1 . , 9W .
T T  + U 3r“  + F  ( 90" 1)0” ) (W 9z”  w 9^
, _9w \  _ 2 V v l + v ^ = _ l l ^ .
9z r  r  p T r ^  ’ ( 1 1 )
t h e  0 -m om entum d i s t u r b a n c e  e q u a t i o n ,
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I !  3y> V 3v '  v '  3V v '  3 V
3 t  3 r  3 r  r  30 r  30 r  30
f 2*1 + w* 22 + w* ^  + ^1 + "liL = _ -I 9Pl - (12)3z 3z 3z r  r  p r  30 ’  ̂ '
a n d  t h e  z-m omentum d i s t u r b a n c e  e q u a t i o n ,
3W , 3W , 3w1 , V 3w’ , v ’ 3W , v '  3wf .
3 t "  + u  9 F + u  ' d 7 ~ + r W  + ~ l Q + ~ d Q ~  +
W + w' - I I  + W- -|2Ll = _ 1 |E ^  ( 1 3 )
3z 3z 3z p 3z
In  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  t h e  p r o d u c t  t e r m s  s u c h  a s
■Q *
u ’ -—  c o r r e s p o n d  t o  an e f f e c t  o f  o n e  f l u c t u a t i o n  on 
a n o t h e r .  R e t e n t i o n  o f  t h e s e  p r o d u c t  t e r m s  p r o h i b i t s  an 
e a s y  s o l u t i o n  t o  t h e  e q u a t i o n s .  H o w ev e r ,  t h e s e  d i f f i c u l t i e s  
a r e  e l i m i n a t e d  s h o u l d  i t  b e  a s s u m e d  t h a t  t h e  f l u c t u a t i o n s  
a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  h a v e  s m a l l  a m p l i t u d e s  w i t h  r e s p e c t  t o  
mean f l o w  q u a n t i t i e s .  T h i s  i n d e e d  i s  a  r e a s o n a b l e  a s s u m p ­
t i o n  a n d  w i l l  b e  i n v o k e d .  T h u s  a l l  p r o d u c t s  an d  p o w e r s  
( h i g h e r  t h a n  t h e  f i r s t )  o f  t h e  f l u c t u a t i o n s  a r e  n e g l e c t e d  
and  o n l y  t h o s e  t e r m s  w h i c h  a r e  l i n e a r  i n  t h e m  a r e  r e t a i n e d .  
T h i s  p r o c e d u r e  o f  l i n e a r i z a t i o n  l e a d s  t o  t h e  f o l l o w i n g  
l i n e a r i z e d  e q u a t i o n s :
r -m om entum
3 j ^  + V i u l  + ¥ iu /_  3W V v l _  1 3 2 1 .  ( i 4 )
3 t  r  30 W 3z w 30 2  r  “  p 3 r  ’ ( 1 4 )
0 -momentum
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z-momentum
M l  + u . 9W + V 3w1 v '  9W w 9w* 9W _
9 t  u  9 r  r  90 r  90 n 9z w 9z "
1 3p'
p 3z •
F o r  s i m p l i c i t y ,  t h e  a x i a l  mean f l o w ,  W , i s  a s s u m e d  t o  b e  
a  c o n s t a n t ,  a n d  s i n c e  t h e  mean f l o w  i n  t h e  © - d i r e c t i o n  i s  
a  f u n c t i o n  o f  r a d i u s  o n l y ,  t h e  a b o v e  c o n t i n u i t y  a n d  momen- 
t u n  d i s t u r b a n c e  e q u a t i o n s  c a n  t h e n  b e  w r i t t e n  a s :
t h e  c o n t i n u i t y  d i s t u r b a n c e  e q u a t i o n ,
9 r  r  r  90 9z u * u u -)
t h e  r -m om en tum  d i s t u r b a n c e  e q u a t i o n ,
l i L l  + Y l u l  + w ^ _  VuJ _= _ l _ 9 £ ^  .
9 t  r  90 W 9z * r  p 9 r  ’ ( 1 7 )
t h e  0 -momentum d i s t u r b a n c e  e q u a t i o n ,
M l  + u . 3 l  + Y l x l  + T v ^ l  + Y ^ l = - ^ - 8-2 l  . M f n
9 t  9 r  r  90 w 9z r  p r  90 ’ ( '
a n d  t h e  z -m om entum  d i s t u r b a n c e  e q u a t i o n ,
|w L  + V 9 w l  + f 9 w ^ = _ 1 8 £ l .
9 t  r  90 V 9z p 9z ( y ;
F i n a l l y ,  t h e  l i n e a r i t y  o f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  e n a b l e s  
o n e  t o  o b t a i n  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  i n  t e r m s  o f  c o m p le x
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f u n c t i o n s .  T h u s  t h e  s y s t e m  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a ­
t i o n s  ( 1 0 ) ,  ( 1 7 ) ,  ( 1 8 )  a n d  ( 1 9 )  c a n  b e  c o n v e r t e d  i n t o  
o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .
The  v a r i o u s  p a r a m e t e r s ,  d e s c r i b i n g  t h e  p e r t u r b a t i o n ,  
h a v e  a ( z ,  0 , t ) - d e p e n d e n c e  a s s u m e d  t o  b e  g i v e n  b y
i ( k z  + n 0  -  w t ) ( 2 0 )
w h e r e  k  i s  t h e  w av en u m b e r  o f  t h e  d i s t u r b a n c e  i n  t h e  z -  
d i r e c t i o n ,  n i s  an  i n t e g e r  ( w h i c h  c a n  o n l y  b e  p o s i t i v e ,  
z e r o  o r  n e g a t i v e ) ,  a n d  to i s  a  c o n s t a n t  ( w h i c h  c a n  b e  com­
p l e x ) .  I n  t h i s  a n a l y s i s ,  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  k  b e  c o n s i d e r e d  
a  r e a l  num ber  a n d  w a  c o m p l e x  n u m b er  t h a t  w i l l  b e  d e t e r m i n e d  
l a t e r .  F u r t h e r m o r e ,  i f  f ( r ) ,  g ( r ) ,  h ( r )  a n d  q ( r )  w e r e  t o  
d e n o t e  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e  r e s p e c t i v e  p e r t u r b a t i o n s  u ' , 
v ' ,  w' a n d  p 1 w h o se  ( z ,  0 , t ) - d e p e n d e n c e  i s  g o v e r n e d  by 
e q u a t i o n  ( 2 0 ) ,  t h e n  o n e  c o u l d  e x p e c t  t o  f i n d  s o l u t i o n s  o f  
t h e  t y p e :
A
u ’ = i  f ( r ) i ( k z  + n 0 -  to t) ( 2 1 )
A
v ' g ( r ) i ( k z  + n 0e -  to t) ( 2 2 )
A
w' = h ( r ) i ( k z  + n 0e -  to t ) ( 2 3 )
a n d  p ' q ( r ) i ( k z  + n© -  w t ) ( 2 4 )
The s u p e r s c r i p t d e n o t e s  a  p r e l i m i n a r y c o m p l e x  s o l u t i o n
w h i c h  u l t i m a t e l y  l e a d s  t o  a  r e a l  s o l u t i o n .  I n  o t h e r  w o r d s ,  
o n e  c a n  o b t a i n  a  s e t  o f  s o l u t i o n s  w h i c h  a r e  t h e  c o m p le x  
c o n j u g a t e s  o f  t h e  p r e l i m i n a r y  s o l u t i o n s .  The p u r e  r e a l  
s o l u t i o n s  c a n  t h e n  b e  c o n s t r u c t e d  a s  f o l l o w s :
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u '  =  J  ( U  ’ +  U *  1 )  
V  = s ( v '  +  V * ' )  
W’ = t  (w '  + w * ' ) ( 2 7 )
( 2 6 )
( 2 5 )
a n d  p  ’ = 4  ( p ' + p* 1 ) ( 2 8 )
w h e r e  t h e  s u p e r s c r i p t  * d e n o t e s  a  c o n j u g a t e  o f  t h e  p r e l i m ­
i n a r y  s o l u t i o n .
S u b s t i t u t i n g  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  ( 2 1 )  t h r o u g h  ( 2 4 )  
i n t o  e q u a t i o n s  ( 1 0 ) ,  ( 1 7 ) ,  ( 1 8 )  and  ( 1 9 ) ,  a n d  c a n c e l l i n g  
t h e  common e x p r e s s i o n ,  e x p ( i ( k z  + n 0  -  i o t ) ) ,  o n e  o b t a i n s  
t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n s :  
c o n t i n u i t y
S i n c e  t h e  f l o w  a t  t h e  s e c t i o n  o f  r a d i u s  R i s  a f o r c e d  
v o r t e x ,  o r  s o l i d  b o d y  r o t a t i o n ,  t h e  mean f l o w  v e l o c i t y  i n  
0 - d i r e c t i o n  V c a n  b e  w r i t t e n  a s
w h e r e  i s  t h e  u p s t r e a m  f l u i d  a n g u l a r  v e l o c i t y .  H o w e v e r ,
( 2 9 )
r -m o m en tu m
( 3 0 )
0 -m om entum
( 3 1 )
z -m om entum
( n ^ - w + k W ) h  = - -  q • r  P ( 3 2 )
V = r  oj ( 3 3 )
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w i t h
dV Vi±L + JL = 2  w , ( 3 4 )d r  r  o ’ v y
a n d  t h e  a x i a l  mean f l o w  v e l o c i t y  W c o n s i d e r e d  a  c o n s t a n t  W , 
e q u a t i o n s  ( 2 9 )  t h r o u g h  ( 3 2 )  beco m e :
c o n t i n u i t y
d f  f  , n  , . , _
d r r r g k h = 0  ; <3 5 >
r -m om en tum
(oj -  noj - k W „ ) f - 2 w g = _ i  ; ( 3 6 )o c  '  o & p d r
0 -momentum
2  w0  f  -  ( a) -  nwQ -  k  Wc ) g = -  — ; q ; ( 3 7 )
z-m omentum
(ui - n u 0  -  k  Wc ) h = |  q .  ( 3 8 )
I t  c a n  b e  shown f r o m  t h e  a b o v e  t h a t
( 3 9 )
( 4 0 )
-ff-pN _  k  i dh  ______ 2  n ojp______  h >.
K d r  to -  no) -  k W r  }o c
w h e r e  t h e  p a r a m e t e r  K, a  f u n c t i o n  o f ( k ,  u>), i s  d e f i n e d
a s
2  _ k 2  [ 4  o)q -  ( a) -  n -  k  W ) 2 ]
K — —---------------—------------------------------- -—.— -—
( 0) -  n (D -  k  W„ ) 2o c '
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  ( 3 9 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 3 6 )  t h e  
f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  f o r  g i s  o b t a i n e d ,
t  v 2 to -  n. w -  k  W„. . . ,
[< 1 + 7 2  > ------------- 2 ^ ----------------------------------------( 4 1 )K. k o
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I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  o b s e r v e  t h a t  e q u a t i o n s  ( 3 9 ) ,  ( 4 0 )  a n d  
( 4 1 )  a r e  e x a c t l y  t h e  same a s  S u z u k i ’ s  e q u a t i o n s  ( 1 9 7 ) ,  ( 1 9 8 )  
a n d  ( 1 9 8 ' ) .
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n s  ( 3 9 )  a n d  ( 4 1 )  i n t o  t h e  c o n t i n u ­
i t y  e q u a t i o n  ( 3 5 ) ,  p r o d u c e s  t h e  f o l l o w i n g  B e s s e l ' s  e q u a t i o n  
o f  o r d e r  n i n  c y l i n d r i c a l  c o o r d i n a t e s
The  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  i s  o f  t h e  f o r m ,
w h e r e  c ^  a n d  c 2  a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s .  I t  s h o u l d  b e
n o t e d  t h a t  i n  t h e  a b o v e  d e v e l o p m e n t  n o  r e s t r i c t i o n s  w e r e  
n e c e s s a r y  a n d  t h e r e f o r e  t h e  a n a l y s i s  s h o u l d  b e  s i m p l e r  an d  
l e s s  r e s t r i c t i v e .
B e c a u s e  t h e  v a l u e  t e n d s  t o  i n f i n i t y  a s  r  a p p r o a c h e s  
z e r o ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  f o r c e  t h e  c o n s t a n t  c 2  t o  z e r o .  
E q u a t i o n  ( 4 3 )  b e c o m e s
The  w a l l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  s t i p u l a t e s  no  r a d i a l  v e l o c i t y ,
h ( r )  = c i J n ( r K )  + c 2 Yn ( r K ) * ( 4 3 )
h ( r )  = c 1 J n ( r K ) . ( 4 4 )
i . e . ,
f ( r ) = 0  a t  r  = R.
H e n c e  f r o m  e q u a t i o n s  ( 3 9 )  a n d  ( 4 4 ) ,  o n e  o b t a i n s
c
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r  = R ( 4 5 )
E v a l u a t i o n  o f  t h e  d e r i v a t i v e  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n
d J  ( r K )
( 4 6 )
a n d  i n c l u s i o n  i n  e q u a t i o n  ( 4 5 ) ,  p r o d u c e s
(w -  nw -  kW )R J n o c
0 . ( 4 7 )
Prom e q u a t i o n  ( 4 0 ) ,  h o w e v e r ,  i t  c a n  r e a d i l y  b e  shown t h a t
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  i f  k  = 0 ,  e q u a t i o n  ( 4 7 )  i s  
a u t o m a t i c a l l y  s a t i s f i e d ,  a n d  e q u a t i o n  ( 4 8 )  b e c o m e s
T h i s  show s  t h a t  t h e  a n g u l a r  v e l o c i t y  w i s  l i n e a r l y  r e l a t e d  
t o  t h e  c o n s t a n t  u p s t r e a m  f l u i d  a n g u l a r  v e l o c i t y  The
a n g u l a r  v e l o c i t y  w c a n  b e  s i m p l y  r e l a t e d  t o  t h e  s o u n d  
f r e q u e n c y  a s  u) = 2 II. F ,  w h e r e  F i s  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
i n  k i l o H e r t z  ( K H z ) . The u p s t r e a m  f l u i d  a n g u l a r  v e l o c i t y  
i s  i n  r e a l i t y  a n o t h e r  f o r m  o f  t h e  t r u e  a i r s p e e d  w h i c h  c a n  
b e  d e r i v e d  e a s i l y .  T h e r e f o r e ,  e q u a t i o n  ( 4 9 )  i n d i c a t e s  t h a t  
t h e  v o r t e x  w h i s t l e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  i s  l i n e a r l y  p r o p o r ­
t i o n a l  t o  t h e  t r u e  a i r s p e e d  f o r  k  = 0 .
( 4 8 )
(i) = n (i)o ( 4 9 )
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I f ,  h o w e v e r ,  k  i s  n o t  e q u a l  t o  z e r o ,  a n d  s i n c e  c ^  c a n ­
n o t  b e  z e r o ,  t h e n  t h e  b r a c k e t e d  q u a n t i t y  o f  e q u a t i o n  ( 4 7 )  
m us t  b e  z e r o ,  o r
E q u a t i o n  ( 5 1 ) ,  t h e r e f o r e ,  i s  t h e  d e s i r e d  g e n e r a l  s o l u ­
t i o n  s h o w i n g  a  l i n e a r  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e  o f  t h e  v o r t e x  w h i s t l e  a n d  t r u e  a i r s p e e d .  T h i s ,  
h o w e v e r ,  i s  o n l y  t h e  s i t u a t i o n ,  a s  l o n g  a s  t h e  v a l u e s  o f  
t h e  p a r a m e t e r s  toQ, k ,  Wc , a a n d  K a r e  know n .
A l t h o u g h  e q u a t i o n  ( 5 1 )  a p p e a r s  s i m p l e  t h e  c o m p l e x  
v a l u e s  f o r  a n g u l a r  v e l o c i t y  co a n d  p a r a m e t e r  K m u s t  b e  r e c o g ­
n i z e d .  F o r  t h i s  r e a s o n  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n  a  q u a n t i ­
t a t i v e  s o l u t i o n .  F o r t u n a t e l y ,  a  n u m e r i c a l  p r o c e d u r e  a s  
d e s c r i b e d  i n  A p p e n d i x  A c a n  b e  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  d e s i r e d  
s o l u t i o n .  The  d e r i v a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  u p s t r e a m  
f l u i d  a n g u l a r  v e l o c i t y  toQ a s  w e l l  a s  t h e  c o n s t a n t  mean a x i a l  
v e l o c i t y  Wc a r e  i n c l u d e d  i n  A p p e n d i x  B.
K J n - l ( R K > -  I  ( 1 +
2  u)o ) J n (RK) = 0 .  ( 5 0 )to -  n a) -  k\v o c
By r e a r r a n g i n g  e q u a t i o n  ( 5 0 ) ,  w c a n  b e  e x p r e s s e d  a s
to = C a) + k  W ( 5 1 )o c
w h e r e
C = n + 2 ( 5 2 )p v  .T r P iO
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3 .  NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSION
I t  h a s  b e e n  s u g g e s t e d  a n d  s u b s e q u e n t l y  t h e o r e t i c a l l y  
p r o v e n  t h a t  t h e  s e n s o r  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  i s  l i n e a r l y  p r o ­
p o r t i o n a l  t o  t h e  a i r s p e e d  u n d e r  v a r i o u s  c o n d i t i o n s .  The 
d i f f e r e n t  c o m b i n a t i o n s  o f  v o r t e x  t u b e s  a n d  s w i r l e r s  u s e d  
a r e  t a b u l a t e d  i n  T a b l e  1 .  The  r e s u l t s  f r o m  c o m p u t e r  c a l c u ­
l a t i o n s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  l a t e r .  The  q u a n t i t a t i v e  r e s u l t s  
w h i c h  a r e  d e r i v e d  i n  A p p e n d i x  A p r o v e  t h a t  t h e  a n a l y t i c  
t h e o r y  w o r k s  w e l l  f o r  a l l  c o m b i n a t i o n s  o f  v o r t e x  t u b e s  a n d  
s w i r l e r s  t e s t e d  i n  t h e  c u r r e n t  w o r k .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  
t h a t  t h e  p r o c e d u r e  o f  c a l c u l a t i o n  p r e s e n t e d  a p p l i e d  o n l y  
t o  t h o s e  g e o m e t r i e s  s i m i l a r  t o  t h e  o n e s  d i s c u s s e d  i n  t h i s  
s t u d y .  F o r  o t h e r  d e s i g n s  t h e  p r o c e d u r e  o f  c a l c u l a t i o n  
w o u l d  h a v e  t o  b e  m o d i f i e d .  The q u a n t i t a t i v e  r e s u l t s  a n d  
d i s c u s s i o n s  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  w o r k  c a n  b e  s u m m a r i z e d  a s  
f o l l o w .
3 . 1  R e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  F lo w  R a t e  a n d  F r e q u e n c y  R e s p o n s e
B a s i c a l l y ,  t h e  f l o w  r a t e  v e r s u s  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  h a s  
t h e  same r e l a t i o n s h i p  a s  a i r s p e e d  v e r s u s  f r e q u e n c y  r e s p o n s e ,  
i . e . ,  t h e  f l o w  r a t e  i s  l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  f r e ­
q u e n c y  r e s p o n s e .  F o r  t h e  s w i r l e r s  w i t h  t h e  sam e  e x i t  a n g l e
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T a b l e  1 D i f f e r e n t  c o m b i n a t i o n s  o f  v o r t e x  t u b e  a n d  s v v i r l e r .
S i z e
S e n s o r  No.
1 2 3 4 5 6
D 1 cm 1 . 8 9 2 1 . 8 9 2 1 . 8 9 2 1 . 8 9 2 1 . 8 9 2 1 . 8 9 2( i n ) ( 0 . 7 4 5 ) ( 0 . 7 4 5 ) ( 0 . 7 4 5 ) ( 0 . 7 4 5 ) ( 0 . 7 4 5 ) ( 0 . 7 4 5 )
D 2 cm 1 . 5 8 8 1 . 5 8 8 1 . 5 2 4 1 . 5 2 4 0 . 9 5 3 0 . 9 5 3
( i n ) ( 0 . 6 2 5 ) ( 0 . 6 2 5 ) ( 0 . 6 0 0 ) ( 0 . 6 0 0 ) ( 0 . 3 7 5 ) ( 0 . 3 7 5 )
D 2 cm 0 . 9 5 3 0 . 6 3 5 0 . 9 5 3 0 . 6 3 5 0 . 9 5 3 0 . 6 3 5( i n ) ( 0 . 3 7 5 ) ( 0 . 2 5 0 ) ( 0 . 3 7 5 ) ( 0 . 2 5 0 ) ( 0 . 3 7 5 ) ( 0 . 2 5 0 )




b u t  d i f f e r e n t  f l u t e s ,  t h e  t h e o r e t i c a l  f r e q u e n c y  r e s p o n s e s  
a r e  t h e  same a s  shown i n  F i g s .  2 - 9 .  U n d e r  t h e  s p e c i f i e d  
c o n d i t i o n  a n d  c o n f i g u r a t i o n ,  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  c h a n g e s  
d r a m a t i c a l l y  a s  t h e  c r o s s - s e c t i o n a l  s i z e  o f  t h e  p r e c e s -  
s i o n a l  f l o w  r e g i o n  c h a n g e s .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e  f o r  S e n s o r  2 i s  a p p r o x i m a t e l y  3 . 5  t i m e s  g r e a t e r  
t h a n  t h a t  o f  S e n s o r  1 .  The f r e q u e n c y  r e s p o n s e  i s  h i g h e r  
w i t h  l a r g e r  e x i t  a n g l e  s w i r l e r s .  I t  i s  e x p e c t e d  t h a t  t h e s e  
s e n s o r s  c a n  b e  u t i l i z e d  a s  an  i n s t r u m e n t  f o r  m e a s u r e m e n t  o f  
f l o w  r a t e s  i n  t h e  i n d u s t r i a l  a n d  r e s e a r c h  a r e a s .
3 . 2  E f f e c t  o f  E x i t  A n g l e  on S w i r l e r
I n  g e n e r a l ,  u n d e r  t h e  same c o n d i t i o n s ,  t h e  h i g h e r  t h e  
e x i t  a n g l e ,  t h e  h i g h e r  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .  T h i s  i s  
t r u e  b e c a u s e  a t  h i g h e r  e x i t  a n g l e s  t h e  t a n g e n t i a l  compo­
n e n t  o f  f l o w  i s  h i g h e r .  The  h i g h e r  e x i t  a n g l e s  g e n e r a t e  
h i g h e r  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  o r  r e v o l u t i o n s  w h i c h  i n  t u r n  p r o ­
d u c e  h i g h e r  f r e q u e n c i e s .  A c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t s  i s  
p o s s i b l e  by  r e f e r e n c e  t o  F i g s .  1 0 - 3 0 .
3 . 3  E f f e c t  o f  Wavenumber
The r e s u l t s  f o r  S e n s o r  1 w i t h  w a v en u m b e r  o n e ,  t h r e e  
f i v e  a n d  s e v e n  a r e  shown i n  F i g s .  1 2 ,  1 3 ,  14 an d  15 r e ­
s p e c t i v e l y .  When t h e  r e s u l t s  a r e  c o m p a r e d  e a c h  t o  t h e  
o t h e r  t h e r e  a p p e a r s  no  d i f f e r e n c e .  T h i s  q u a n t i t a t i v e  r e ­
s u l t  t h e r e f o r e  p r o v e s  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d o e s  n o t  
d e p e n d  on  t h e  w a v e n u m b e r .  T h i s  a l s o  i n d i c a t e s  t h a t  t h e
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a s s u m p t i o n  o f  o n e  f o r  t h e  w a v en u m b e r  i n  t h e  c o m p u t i n g  r e ­
s u l t s  i s  j u s t i f i e d .
3 . 4  E f f e c t  o f  F l u t e s  on S w i r l e r
The e f f e c t  o f  f l u t e s  i m p o s e d  on  t h e  s w i r l e r  i s  shown 
i n  t h e  F i g s .  3 1 - 3 6 .  As t h e  n um ber  o f  f l u t e s  on t h e  s w i r l e r  
i s  i n c r e a s e d ,  t h e  i n t a k e  f l o w  d e c r e a s e s  a s  d o e s  t h e  f r e ­
q u e n c y  r e s p o n s e .  F o r  t h e  same f r e q u e n c y ,  t h e  a i r s p e e d  
s e n s o r  d e s i g n e d  a s  a  f o u r  f l u t e  s w i r l e r  n e e d s  a p p r o x i m a t e l y  
1 2  p e r  c e n t  m ore  f l o w  o r  s p e e d  t h a n  t h a t  o f  a  tw o  f l u t e  
s w i r l e r .  A l t h o u g h  t h e  tw o  f l u t e  s w i r l e r  w o u l d  b e  t h e  more  
e c o n o m i c a l  o n e ,  t h e  d e c i s i o n  a s  t o  how many f l u t e s  b e  i n  
t h e  s w i r l e r  s h o u l d  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  b o t h  d e s i g n  and  
p e r f o r m a n c e  q u a l i t i e s .
3 . 5  E f f e c t  o f  S w i r l e r  C o r e  S i z e  I>2
As o b s e r v e d  f r o m  F i g s .  1 2 ,  21 a n d  27  t h e  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e  i s  h i g h e r  i n  t h e  s m a l l  c o r e  s i z e  o f  s w i r l e r .  
S p e c i f i c a l l y ,  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  f o r  t h e  1 . 5 8 8  a n d  
1 . 5 2 4  cm c o r e  s i z e  s w i r l e r s  i s  much l o w e r  t h a n  f o r  t h e  
0 . 9 5 3  cm s w i r l e r .  ( S e e  T a b l e  1 ,  p a g e  2 3 ,  f o r  t h e  d im e n ­
s i o n s  o f  e a c h  c o n f i g u r a t i o n . )  I n  t h e  e x p e r i m e n t s  f o r  t h e  
0 . 9 5 3  cm c o r e  s i z e  d i a m e t e r  s w i r l e r  w i t h  t h r e e  f l u t e s  
w h o se  e x i t  a n g l e s  a r e  e a c h  45 d e g r e e s ,  a  w h i s t l e  was  g e n ­
e r a t e d .  As m e n t i o n e d  i n  [ 3 9 ] ,  some s w i r l e r s  w o u l d  n o t  
g e n e r a t e  a  d i s t i n c t  w h i s t l e  a s  e x p e c t e d .  The i d e a  r a n g e  
f o r  t h e  s w i r l e r  c o r e  s i z e  Dg when e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f
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t h e  r a t i o  o f  i s  b e t w e e n  0 . 8 1  a n d  0 . 6 7 .
3 . 6  E f f e c t  o f  t h e  C r o s s - s e c t i o n a l  s i z e  o f  t h e  P r e c e s s i o n a l  
F low R e g i o n
The c r o s s - s e c t i o n a l  s i z e  o f  t h e  p r e c e s s i o n a l  f l o w  
r e g i o n  p r o v e d  t o  b e  a  s i g n i f i c a n t  p a r a m e t e r  i n  t h e  d e s i g n  
o f  t h e  v o r t e x  t u b e .  The  f r e q u e n c y  r e s p o n s e s  w e r e  much 
h i g h e r  f o r  t h e  s m a l l e r  d i a m e t e r  p r e c e s s i o n a l  f l o w  r e g i o n s .  
F i g u r e s  3 7 - 3 9  c l e a r l y  show t h a t  much h i g h e r  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e s  o c c u r r e d  i n  S e n s o r s  2 ,  4 a n d  6  t h a n  w as  e x p e r ­
i e n c e d  r e s p e c t i v e l y  i n  S e n s o r s  1 ,  3 a n d  5 .  A g a i n ,  r e f e r  
t o  T a b l e  1 ,  p a g e  23 ,  a n d  F i g .  1,  p a g e  11, f o r  d i m e n s i o n s  
o f  S e n s o r s  1 t h r o u g h  6 . The  0 . 6 3 5  cm d i a m e t e r  p r e c e s s i o n ­
a l  f l o w  r e g i o n  p r o d u c e d  a  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  a p p r o x i m a t e l y  
t h r e e  t i m e s  t h a t  o f  t h e  0 . 9 5 3  cm o n e .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  
t h a t  t h e  d i a m e t e r  s i z e  o f  t h e  p r e c e s s i o n a l  f l o w  r e g i o n  c a n  
b e  a d j u s t e d  t o  o b t a i n  a  d e s i r e d  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  r a n g e .
3 . 7  R e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  Mean A x i a l  V e l o c i t y  We a n d  
A i r s p e e d
From e q u a t i o n  (BIO) a s  i n  A p p e n d i x  B, i t  i s  c o n c l u d e d  
t h a t  t h e  mean a x i a l  v e l o c i t y  W i s  l i n e a r l y  r e l a t e d  t o  t h e  
a i r s p e e d .  T h e o r e t i c a l  d a t a  f o r  d i f f e r e n t  i n d i c a t o r s  a r e  
p l o t t e d  i n  F i g s .  4 0 - 4 5 .  The t h e o r e t i c a l  r e s u l t s  show t h e  
mean a x i a l  v e l o c i t y  f o r  t h e  h i g h e r  e x i t  a n g l e  s w i r l e r s .  
F i g u r e  46 r e v e a l s  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  t o  b e  l i n e a r l y  
p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  mean a x i a l  v e l o c i t y .
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o f  t h e  p r e c e s s i o n a l  f l o w  r e g i o n ,  Dg, w i t h  
f o u r  f l u t e s  a n d  e x i t  a n g l e  4 5 °  s w i r l e r .
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3 . 8  R e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  R e y n o l d s  Number a n d  S t r o u h a l
Number
B o t h  R e y n o l d s  n u m b e r ,  R e ,  a n d  S t r o u h a l  n u m b e r ,  S t ,  a r e  
d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  W a n d  d i a m e t e r  o f  
p r e c e s s i o n a l  f l o w  r e g i o n ,  Dg.  E x c e p t  f o r  t h e  s i n g u l a r  
p o i n t  a t  z e r o  a i r s p e e d ,  t h e  p r e d i c t e d  S t r o u h a l  n u m b e r s  r e ­
m a i n e d  c o n s t a n t  a s  t h e  a i r s p e e d  w a s  i n c r e a s e d .  I t  s h o u l d  
b e  n o t e d  t h a t  f o r  a  g i v e n  e x i t  a n g l e  t h e  S t r o u h a l  n u m b e r  
i s  a  c o n s t a n t  r e g a r d l e s s  o f  t h e  n u m b e r  o f  f l u t e s  i n  t h e  
s w i r l e r .  The  d a t a  f o r  s i x  d i f f e r e n t  i n d i c a t o r s  a r e  p l o t t e d  
i n  F i g s .  4 7 - 5 2 .  When t h e  s e n s o r s  w i t h  t h e  same s w i r l e r  
e x i t  a n g l e s  a r e  c o m p a r e d  o n e  f i n d s  t h e  S t r o u h a l  n u m b e r s  
a r e  t h e  s am e .  T h e r e f o r e  i t  i s  r e a s o n a b l e  t o  c o n c l u d e  t h a t  
t h e  S t r o u h a l  n u m b e r  i s  d e p e n d e n t  o n l y  on  a ,  t h e  s w i r l e r  
e x i t  a n g l e .  T h e  a p p r o x i m a t e  v a l u e s  o f  S t r o u h a l  n u m b e r  f o r  
4 5 ° ,  6 0 °  a n d  7 5 °  s w i r l e r s  a r e  r e s p e c t i v e l y  0 . 5 1 ,  0 . 8 8  an d  
1 . 8 8 .
















a  = 75 o
1
N o . o f  





N o . o f  
F l u t e s  
2
6 0 ° ;  3 
4
N o . o f  
F l u t e s  
2
a  = 4 5 ° :  3
1
1 . 2  2 . 4  3 . 6
REYNOLDS NUMBER Re
4 . 8  x 10
F i g .  4 7  R e y n o l d s  n u m b er  v e r s u s  S t r o u h a l  n um ber  
f o r  S e n s o r  1 .












F i g .
2 . 1
N o . o f  




N o . o f  





0 1 . 7 3 . 4 5 . 1 6 . 8
N o . o f  
F l u t e s
4 5 ° ;
 x 10
REYNOLDS NUMBER Re
4 8  R e y n o l d s  n u m b er  v e r s u s  S t r o u h a l  n u m b er  
f o r  S e n s o r  2 .















N o . o f  




N o . o f  
F l u t e s
.9
N o . o f  
F l u t e s. 6
. 3
0
0 1 . 3 2 . 6 3 . 9 5 . 2  x
REYNOLDS NUMBER Re
F i g .  49 R e y n o l d s  n u m b er  v e r s u s  S t r o u h a l  n um ber  
f o r  S e n s o r  3.







O  cc: l— 
GO
2 . 1
N o . o f  




N o . o f  






0 2 4 6 8 x  10
REYNOLDS NUMBER Re
F i g .  50 R e y n o l d s  n u m b er  v e r s u s  S t r o u h a l  n um ber  
f o r  S e n s o r  4 .
Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
No. o f  




75 N o . o f  
F l u t e s
LU
CQs :zo
N o . o f  
F l u t e s
I— 
CO N o . o f  
F l u t e s
45
0 2 . 7 5 . 4 8.1 1 0 . 8  x  10
REYNOLDS NUMBER R e
F i g .  51  R e y n o l d s  n u m b e r  v e r s u s  S t r o u h a l  n u m b er  
f o r  S e n s o r  5 .










N o . o f  





No. o f  
F l u t e s
45




F i g .  52 R e y n o l d s  n u m b e r  v e r s u s  S t r o u h a l  n u m b er  
f o r  S e n s o r  6 .
Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
N o . o f  
F l u t e s
4 .  APPARATUS AND TESTS
4 . 1  G e n e r a l  D e s c r i p t i o n
I n  o r d e r  t o  u n d e r s t a n d  t h e  o p e r a t i o n  a n d  p e r f o r m a n c e  
o f  t h e  t r u e  a i r s p e e d  s e n s o r ,  v i s u a l i z a t i o n ,  c l o s e d  c o n d u i t  
a n d  w i n d  t u n n e l  t e s t s  w e r e  u n d e r t a k e n .  The p u r p o s e  o f  t h e  
v i s u a l i z a t i o n  t e s t  w as  t o  c a r e f u l l y  e x a m i n e  t h e  f l u i d  f l o w  
p h e n o m e n o n - p r e c e s s i o n , a n d  o b s e r v e  how t h e  f l o w  v e l o c i t y  
a f f e c t s  t h e  p r e c e s s i o n a l  m o t i o n .  A n o t h e r  o b j e c t i v e  w as  t o  
o b s e r v e  a n d  l o c a t e  a  s u i t a b l e  p o s i t i o n  f o r  p i c k i n g  up t h e  
s i g n a l .  T he  c l o s e d  c o n d u i t  t e s t  ( f l o w  r a t e  v e r s u s  f r e q u e n ­
c y  r e s p o n s e )  p r o v i d e d  i n f o r m a t i o n  a s  t o  how t h e  f l o w  r a t e  
c o u l d  b e  r e l a t e d  t o  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .  T h e s e  s e n s o r s  
c a n  c e r t a i n l y  b e  c o m p a r e d  w i t h  c o m m e r c i a l l y  a v a i l a b l e  f l o w  
m e t e r s .  F i n a l l y ,  t h e  w i n d  t u n n e l  t e s t  o r  a c t u a l  f l i g h t  
t e s t  was  c o n d u c t e d  t o  s u p p l y  t h e  a c t u a l  d a t a  f o r  t h e  r e l a ­
t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  t r u e  a i r s p e e d  a n d  t h e  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e .  I t  i s  a n t i c i p a t e d  t h a t  a d d i t i o n a l  r e s e a r c h  w i l l  
b e  u n d e r t a k e n  t o  i m p r o v e  t h e  d e s i g n  o f  t h e  s e n s o r  i n  t h e  
l a t t e r  two s t a g e s .  The c o m p l e t e  d e s c r i p t i o n s  o f  t h e  s e n s o r ,  
s e t u p  a n d  t e s t  p r o c e d u r e s  f o l l o w s .
79
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4 . 2  V i s u a l i z a t i o n
I n  t h e  e a r l i e r  s t a g e  o f  i n v e s t i g a t i o n ,  a  w a t e r  m o d e l  
a p p a r a t u s  w as  s e t  up  f o r  o b s e r v i n g  t h e  f l u i d  f l o w  p h e n o m e -  
n o n - p r e c e s s i o n . The  d e s c r i p t i o n s  o f  v o r t e x  t u b e  g e o m e t r y  
a n d  e x p e r i m e n t a l  a r r a n g e m e n t  w e r e  shown i n  F i g s .  53 a n d  5 4 .  
I n  F i g .  5 3 ,  s e c t i o n s  I  a n d  I I ,  w h i c h  w e r e  made o f  b r a s s ,  
w e r e  u s e d  f o r  g e n e r a t i n g  t h e  s w i r l i n g  f l o w .  A x i a l  f l o w  w a s  
i n j e c t e d  a t  s e c t i o n  I  w h i l e  e i g h t  t a n g e n t i a l  j e t  f l o w s  w e r e  
b r o u g h t  i n t o  t h e  s t r e a m  a t  s e c t i o n  I I .  B o t h  t h e  a x i a l  a n d  
t a n g e n t i a l  f l o w s  w e r e  r e g u l a t e d  b y  s e p a r a t e  v a l v e s  s o  a s  t o  
p r o d u c e  t h e  d e s i r e d  s w i r l i n g  f l o w  p a t t e r n .  To p r o v i d e  t h e  
n e c e s s a r y  s p a c e  f o r  t h e  o c c u r e n c e  o f  p r e c e s s i o n a l  f l o w ,  
s e c t i o n  I I I  w as  made  o f  t r a n s p a r e n t  p l e x i g l a s s  a n d  c o n ­
s t r u c t e d  a s  a  V e n t u r i - l i k e  c o n v e r g i n g - d i v e r g i n g  n o z z l e .  
S m a l l  a i r  b u b b l e s  w e r e  b r o u g h t  i n t o  t h e  m a in  s t r e a m  f r o m  
t h e  t a n g e n t i a l  f l o w  i n l e t .  The a i r  b u b b l e s  c o l l e c t e d  i n  
t h e  l o w e s t  p r e s s u r e  r e g i o n .  The  movement  o f  t h e  l o w - p r e s ­
s u r e  a i r  b u b b l e s  s t r e a m  r e v e a l e d  t h e  p r e c e s s i o n a l  f l o w  f o r  
some d e f i n i t e  f l o w  r a t e .  I t  w as  c l e a r l y  shown t h a t  t h e  
h i g h e r  t h e  f l o w  r a t e ,  t h e  h i g h e r  t h e  n u m b er  o f  r e v o l u t i o n s  
o f  t h e  a i r  b u b b l e  s t r e a m  a b o u t  t h e  a x i s  o f  t h e  t u b e .  F o r  
i n v e s t i g a t i o n  a n d  o b s e r v a t i o n  p u r p o s e s ,  f o u r  r o l l s  o f  h i g h  
s p e e d  m o v i e s  a n d  some s l i d e s  w e r e  t a k e n  f r o m  d i f f e r e n t  
a n g l e s .  Some o f  t h e  p i c t u r e s  a r e  shown i n  F i g s .  55 a n d  5 6 .  
I t  w as  c l e a r l y  shown f r o m  t h e  p i c t u r e s  t h a t  t h e  p r e c e s s i o n ­
a l  f l o w  w h i r l e d  a r o u n d  a s  i t  l e f t  t h e  c e n t r a l  p a r t  o r  a s  i t
Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
u  J
f l o w
• E i g h t  t a n g e n t i a l  f l o w  h o l e s

















W a t e r  s u p p l y
V a l v e E i g h t  t u b e s
A i r  b u b b l e s  i n j e c t e d  h e r e
V o r t e x  t u b e
C o n t a i n e r
D r a i n
F i g .  54 S e t u p  f o r  w a t e r  m o d e l . ooto
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited w ithout perm ission.
R eproduced  with perm ission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without perm ission.
8 5
e n t e r e d  t h e  e n l a r g e m e n t  ( d i v e r g e m e n t ) s e c t i o n .
4 . 3  C l o s e d  C o n d u i t  T e s t
T h e r e  a r e  many d i f f e r e n t  t y p e s  o f  g a s  f l o w  m e t e r s  
c u r r e n t l y  i n  u s e .  Some o f  t h e  m e t e r s  make u s e  o f  e i t h e r  
t h e  v o r t e x  s h e d d i n g  p r i n c i p l e  o r  t h e  v o r t e x  p r e c e s s i o n  
p r i n c i p l e .  S u c h  m e t e r s  a r e  u s u a l l y  u s e d  f o r  lo w  f l o w  r a t e s .  
The i n d i c a t o r  d e s i g n e d  d u r i n g  t h i s  p r o j e c t  c o u l d  a l s o  b e  
c o n s i d e r e d  a s  a  p o t e n t i a l  f l o w  m e t e r .  I t  w a s  t h e r e f o r e  
c o n s i d e r e d  d e s i r a b l e  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  r e l a t i o n s h i p s  b e ­
t w e e n  t h e  f l o w  r a t e  a n d  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .  I t  w as  
a l s o  a n t i c i p a t e d  t h a t  t h e  r e s u l t s  f r o m  t h i s  t e s t  c o u l d  b e  
c o m p a r e d  w i t h  d a t a  f r o m  w i n d  t u n n e l  t e s t s .
The  i n i t i a l  d e s i g n s  f o r  t h e  v o r t e x  t u b e s  a n d  s w i r l e r s  
a r e  shown i n  F i g s .  5 7 - 5 9 .  T he  v o r t e x  t u b e  i n  F i g .  58 w as  
u s e d  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  e f f e c t  o f  t h e  e n l a r g e m e n t  e x i t  s e c ­
t i o n  w a l l  a n d  t o  n o t e  w h e t h e r  a  g r a d u a l  o r  a b r u p t  e n l a r g e ­
m en t  made a n y  d i f f e r e n c e .  S w i r l e r s  w i t h  f o u r  f l u t e s  a n d  
w i t h  4 5 ° ,  6 0 °  o r  7 5 °  e x i t  a n g l e s  w e r e  c o n s i d e r e d .  The  v o r ­
t e x  t u b e s  w e r e  made o f  p l e x i g l a s s  w h i l e  t h e  s w i r l e r s  w e r e  
made o f  a l u m i n i u m .  The t e s t  a p p a r a t u s  i s  shown i n  F i g .  6 0 .  
The  V 0 L - 0 -F L 0  f l o w  m e t e r  ( p r o d u c t  o f  N a t i o n a l  L a b o r a t o r i e s  
I n s t r u m e n t  I n c .  Model 5 0 )  w i t h  0 . 2 8 3  m^ ( 1 0  f t ^ )  p e r  m i n ­
u t e  c a p a c i t y  w a s  u s e d  f o r  t h e  m e a s u r e m e n t  o f  f l o w  r a t e .
The  f l o w  r a t e  c o u l d  b e  r e a d  a n d  r e c o r d e d  t h r o u g h  a  v o l t ­
m e t e r  a n d  c o n v e r t e d  t o  t h e  e q u i v a l e n t  f l o w  r a t e  u n i t , c u b i c  
m e t e r  p e r  m i n u t e .  The  s o u n d  o r  w h i s t l e  s i g n a l s  w e r e
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p i c k e d  up  b y  an  e l e c t r i c  c o n d e n s e r  m i c r o p h o n e  a n d  p a s s e d  
t h r o u g h  an a m p l i f i e r  w h i c h  w a s  c o n n e c t e d  t o  e i t h e r  a n  
o s c i l l o s c o p e  o r  a  f r e q u e n c y  c o u n t e r .  The s c h e m a t i c  d i a ­
g ram  o f  t h e  s i g n a l  a m p l i f i e r  i s  shown i n  P i g .  6 1 .  A l s o  
t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  e l e c t r i c  c o n d e n s e r  m i c r o p h o n e  u s e d  
i n  t h i s  t e s t  i s  shown i n  P i g .  6 2 .  I t  i s  e x p e c t e d  t h a t  t h e  
f l o w  r a t e  i s  a l s o  l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e .
4 . 4  Wind T u n n e l  T e s t
A s m a l l  b u t  w e l l  d e s i g n e d  w i n d  t u n n e l  w as  a v a i l a b l e  
f o r  t e s t i n g .  T h i s  w i n d  t u n n e l  i s  shown i n  F i g .  6 3 .  The 
t e s t  a r e a  i s  1 5 . 2 4  cm b y  1 5 . 2 4  cm ( 6  i n  by  6 i n ) .  An 
h o n e y  comb t y p e  s c r e e n ,  2 . 5 4  cm b y  2 . 5 4  cm g r i d ,  w a s  p l a c e d  
i n  f r o n t  o f  t h e  t u n n e l  i n  o r d e r  t o  a s s u r e  u n i f o r m  f l o w  a t  
t h e  t e s t  s e c t i o n .  The  s p e e d  w as  m e a s u r e d  b y  a  p i t o t - s t a t i c  
t u b e  w h i c h  w a s  a l i g n e d  w i t h  t h e  e n t r a n c e  p l a n e  o f  t h e  v o r ­
t e x  t u b e  b e i n g  t e s t e d .  The  f r e q u e n c y  r e s p o n s e s  w e r e  a l s o  
p i c k e d  up  b y  t h e  e l e c t r i c  c o n d e n s e r  m i c r o p h o n e .  The 
a r r a n g e m e n t  i s  t h e  sam e  a s  i n  c l o s e d  c o n d u i t  t e s t .  D i f ­
f e r e n t  c o m b i n a t i o n s  o f  v o r t e x  t u b e s  a n d  s w i r l e r s  a r e  
a r r a n g e d  f o r  t e s t i n g .  T h e i r  d i m e n s i o n s  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  1.



















































S e n s i t i v i t y :  -6 5 d B  ± 4dB (OdB REF l V / y b a r  a t  1 KHz)
O u t p u t  I m p e d a n c e :  6 00  Ohms
O m n i - d i r e c t i o n a l  R e s p o n s e  
S u p p l y  V o l t a g e :  2 . 0  V M i n . ,  10 V Max.
N o m in a l  S u p p l y :  4 . 5  V 
C u r r e n t  D r a i n :  0 . 5  mA Max.
F i g .  62  The d e s c r i p t i o n  o f  e l e c t r i c  c o n d e n s e r  m i c r o ­
p h o n e  made b y  R a d i o  S h a c k .
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Tube
T e s t  s e c t i o n
F i g .  6 3  1 5 . 2 4  cm b y  1 5 . 2 4  cm w i n d  t u n n e l .
CD
co
5 .  EXPERIMENTAL RESULTS AND DISCUSSION
T h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  o b t a i n e d  f r o m  b o t h  t h e  c l o s e d  
c o n d u i t  t e s t s  a n d  t h e  w i n d  t u n n e l  t e s t s ,  d i d  r e v e a l  a  l i n ­
e a r  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  t r u e  a i r s p e e d / f l o w  r a t e  a n d  
t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .  A l l  s w i r l e r s  u s e d  i n  t h e s e  t e s t s  
h a d  f o u r  f l u t e s  w i t h  an  e x i t  a n g l e  e i t h e r  4 5 ° ,  6 0 °  o r  7 5 ° .  
The a c t u a l  d i m e n s i o n  h on  t h e  s w i r l e r  shown i n  E i g .  B .2  
( i n  A p p e n d i x  B) i s  shown i n  F i g .  6 4 .  The  c o m p a r i s o n  b e ­
t w e e n  t h e  d e s i g n e d  ( u s e d  i n  t h e  n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s )  a n d  
a c t u a l  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a s  f o r  f l o w  p a s s a g e  a t  s e c t i o n  
A-A shown i n  F i g .  B . l  ( i n  A p p e n d i x  B) i s  a l s o  shown i n  
F i g .  6 5 .  P a s t  i n v e s t i g a t o r s  h a d  d i f f i c u l t y  e l i m i n a t i n g  
n o i s e  f r o m  t h e  s i g n a l . A d i s c o v e r y  t h a t  w as  made d u r i n g  
t h e s e  t e s t s  w as  t h a t  t h e  p r o p e r  p o s i t i o n i n g  o f  t h e  m i c r o ­
p h o n e  w as  c r i t i c a l  i n  o b t a i n i n g  t h e  d e s i r e d  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e .  T h i s  i n e v i t a b l y  r e s u l t e d  i n  e l i m i n a t i n g  n o i s e  
i n t e r f e r e n c e  a n d  t h u s  p r o d u c e d  a  s t a b l e  a n d  c l e a n  s i g n a l .  
T h i s  b r e a k t h r o u g h  made m e a s u r e m e n t s  p o s s i b l e . I t  w a s  o b ­
s e r v e d  t h a t  a  d e f i n i t e  minimum a i r s p e e d  v a l u e  h a d  t o  b e  
r e a c h e d  f i r s t  f o r  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  t o  b e  s t a b l e .
The  r e a s o n s  w e r e  d u e  t o  t h e  u n s t a b l e  p r e c e s s i o n a l  f l o w  a t  
low  a i r s p e e d  a s  w e l l  a s  t h e  lo w  a m p l i t u d e  s i g n a l s .  The
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S w i r l e r
t y p e
D 2
D i a m e t e r
4 F l u t e s  
4 5 °
4 F l u t e s  
6 0 °
4 F l u t e s  
7 5 °
1 . 5 8 7 5  cm 0 . 3 4 2 9  cm 0 . 5 0 8 0  cm 0 . 6 0 9 6  cm
( 0 . 6 2 5  i n ) ( 0 . 1 3 5  i n ) ( 0 . 2 0 0  i n ) ( 0 . 2 4 0  i n )
1 . 5 2 4 0  cm 0 . 3 4 2 9  cm 0 . 5 0 8 0  cm 0 . 6 0 9 6  cm
( 0 . 6 0 0  i n ) ( 0 . 1 3 5  i n ) ( 0 . 2 0 0  i n ) ( 0 . 2 4 0  i n )
F i g .  64  T he  a c t u a l  f l u t e  w i d t h  h  on  s w i r l e r  u s e d  i n  t h e  e x p e r i m e n t a l  




A r e a s
Type
o f
S w i r l e r s
D e s i r e d
A r e a
A 2A^ cm
A c t u a l
A r e a
A cm^
cl
R a t i o
o f
V Ad
D2 = 1 . 5 8 7 5  cm
4 5 ° 0 . 7 0 9 6 0 . 6 5 3 2 0 . 9 2 0 5
ooCD 0 . 7 0 9 6 0 . 5 4 8 3 0 . 7 7 2 7
7 5 ° 0 . 7 0 9 6 0 , 4 8 3 8 0 . 6 8 1 8
D2 = 1 . 5 2 4 0  cm
4 5 ° 0 . 8 3 2 5 0 . 7 6 4 8 0 . 9 1 8 6
6 0 ° 0 . 8 3 2 5 0 . 6 3 9 0 0 . 7 6 7 5
7 5 ° 0 . 8 3 2 5 0 . 5 6 1 6 0 . 6 7 4 5
F i g .  65  C o m p a r i s o n  o f  d e s i g n e d  a n d  a c t u a l  a r e a s  
o f  d i f f e r e n t  s w i r l e r s  w i t h  f o u r  f l u t e s .
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minimum a i r s p e e d  v a l u e  w as  o b t a i n e d  b y  e i t h e r  l i l t i n g  o r  
l o w e r i n g  t h e  m i c r o p h o n e .  I t  w as  t h e r e f o r e  n e c e s s a r y  t o  
m a i n t a i n  t h i s  m i c r o p h o n e  p o s i t i o n  f o r  a l l  m e a s u r e m e n t s ,  a s  
t h e  s i g n a l  w o u l d  h a v e  o t h e r w i s e  d e t e r i o r a t e d .  The a r r a n g e ­
m en t  a n d  p o s i t i o n  o f  t h e  m i c r o p h o n e  i s  shown i n  F i g .  6 6 .
The r e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  b o t h  t h e  c l o s e d  c o n d u i t  t e s t  and  
w i n d  t u n n e l  t e s t  a r e  shown a n d  d i s c u s s e d  a s  f o l l o w s .
5 . 1  C l o s e d  C o n d u i t  T e s t
The  f i r s t  s t e p  i s  t o  t e s t  t h e  s e n s o r  w i t h  c o m p r e s s e d  
a i r .  The  r e s u l t s  f o r  S e n s o r s  1 t h r o u g h  4 a r e  shown i n  
F i g s .  6 7 - 7 0 .  The  f l o w  r a t e  i s  r e c o r d e d  a n d  c a l c u l a t e d  
a c c o r d i n g  t o  t h e  c a l i b r a t i o n  s h e e t  p r o v i d e d  w i t h  t h e  f l o w  
m e t e r  u s e d  i n  t h i s  t e s t . When c a l i b r a t e d  a t  a t m o s p h e r i c  
p r e s s u r e ,  t h e  f o r m u l a  f o r  f l o w  r a t e  i s
Q = F 1  . P
w h e r e  Q i s  t h e  f l o w  r a t e  o f  t h e  a i r  ( c u b i c  f e e t  p e r  m i n u t e ) ,  
P i s  t h e  d i f f e r e n t i a l  p r e s s u r e  ( i n c h e s  o f  w a t e r ) ,  a n d  F^ 
i s  t h e  c o n s t a n t  5 . 2 3 .  The f l o w  r a t e ,  Q, i s  t h e n  c o n v e r t e d  
t o  t h e  m e t r i c  s y s t e m  u n i t s .
As o b s e r v e d  f r o m  t h e  f i g u r e s ,  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  
f o r  e a c h  s e n s o r  w i t h  d i f f e r e n t  s w i r l e r s  w as  l i n e a r l y  p r o ­
p o r t i o n a l  t o  t h e  f l o w  r a t e  o v e r  a  d e f i n i t e  r a n g e .  The 
w o r k i n g  r a n g e s  f o r  e a c h  s e n s o r  w i t h  a  s p e c i a l  s w i r l e r  a r e  
t a b u l a t e d  i n  T a b l e  2 .  I t  w as  n o t e d  t h a t  S e n s o r s  2 a n d  4 
h a d  w i d e r  r a n g e s  o f  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  t h a n  f o r  S e n s o r s  
1 a n d  3 .  The minimum f l o w  r a t e  f o r  g e n e r a t i n g  a  s t a b l e
Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
E l e c t r i c  C o n d e n s e r  
M i c r o p h o n e
0 . 1 2 7  cm ( 0 . 0 5  i n )  
1
V o r t e x  Tube
F i g .  6 6  The p o s i t i o n  o f  t h e  m i c r o p h o n e  u s e d  
i n  e x p e r i m e n t a l  t e s t .
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E x i t  A n g l e  
on S w i r l e r
O  4 5 0
□  « 0 °












FLOW RATE Q n t / m i n
F i g .  67  The e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  S e n s o r  1 v / i t h  
s w i r l e r s  h a v i n g  f o u r  f l u t e s  a n d  v a r i o u s  
e x i t  a n g l e s .















E x i t  A n g l e  






0 .02 .04 .0 6 .0 8 .1
FLOW RATE Q m3 / m i n
F i g .  6 8  The  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  S e n s o r  2 w i t h  
s w i r l e r s  h a v i n g  f o u r  f l u t e s  a n d  v a r i o u s  
e x i t  a n g l e s .










E x i t  A n g l e  




0 .02 . 0 4 . 0 6 .0 8 .1
F i g .  69 The e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  S e n s o r  3 w i t h  
s w i r l e r s  h a v i n g  f o u r  f l u t e s  a n d  v a r i o u s  
e x i t  a n g l e s .














E x i t  A n g le  





0 .02 .0 4  .0 6
FLOW RATE Q m3 / min
. 0 8 . 1
F i g .  70 The e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  S e n s o r  4 w i t h  
s w i r l e r s  h a v i n g  f o u r  f l u t e s  a n d  v a r i o u s  
e x i t  a n g l e s .

















T a b l e  2 The w o r k i n g  r a n g e s  o f  t h e  s e n s o r s  w i t h  t h e  s w i r l e r s  h a v i n g  
f o u r  f l u t e s  a n d  d i f f e r e n t  e x i t  a n g l e s .
^ ^ F l o w  r a t e  
T ype  o x ' ^ ^ ^ r a n g e s  
C o m b i n a t i o n
MINIMUM MAXIMUM
3
Q m / m i n F KHz
3
Q m / m i n F HKz
S e n s o r  1
4 5 ° 0 . 0 3 0 4 0 . 7 2 0 . 1 1 5 0 2 . 9 8
6 0 ° 0 . 0 2 0 0 0 . 7 2 0 . 0 6 8 0 3 . 1 0
7 5 ° 0 . 0 2 0 0 0 . 8 9 0 . 0 5 5 0 3 . 0 5
S e n s o r  2
4 5 ° 0 . 0 1 5 2 1 . 0 3 0 . 0 7 1 3 4 . 7 5
6 0 ° 0 . 0 1 2 7 1 . 2 3 0 . 0 6 9 8 7 . 5 0
7 5 ° 0 . 0 0 9 0 0 . 8 5 0 . 0 4 0 0 5 . 2 0
S e n s o r  3
4 5 ° 0 . 0 3 3 0 0 . 7 0 0 . 1 5 7 0 3 . 3 0
6 0 ° 0 . 0 2 0 0 0 . 6 9 0 . 0 7 7 0 3 . 1 0
7 5 ° 0 . 0 1 8 0 0 . 7 4 0 . 0 5 9 0 3 . 0 5
S e n s o r  4
4 5 ° 0 . 0 2 0 6 1 . 2 0 0 . 1 2 0 0 7 . 0 0
6 0 ° 0 . 0 1 5 8 1 . 3 0 0 . 0 7 0 2 6 . 6 5




s i g n a l  w as  0 . 0 0 9  m / m i n ,  a n d  t h i s  o c c u r r e d  i n  S e n s o r s  2 
a n d  4 w i t h  an  e x i t  s w i r l e r  a n g l e  o f  75 d e g r e e s .  The  m i n i ­
mum f r e q u e n c y  r e s p o n s e  p i c k e d  up  b y  t h e  m i c r o p h o n e  w as
0 . 7 0  KHz, a n d  t h i s  was  o b s e r v e d  i n  S e n s o r  3 w h i c h  h a d  an  
e x i t  s w i r l e r  a n g l e s  o f  e i t h e r  45 o r  60  d e g r e e s .  The  m a x i ­
mum f l o w  r a t e  w o r k i n g  l i n e a r  r a n g e  w as  n o t e d  t o  b e  0 . 1 5 7
3
m / m i n  a n d  t h i s  w as  o b s e r v e d  w i t h  S e n s o r  3 h a v i n g  an  e x i t  
s w i r l e r  a n g l e  o f  45  d e g r e e s .  As p r e d i c t e d  i n  t h e  n u m e r i ­
c a l  c a l c u l a t i o n s ,  i t  was  f o u n d  t h a t  t h e  h i g h e r  t h e  e x i t  
s w i r l e r  a n g l e ,  t h e  h i g h e r  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .  T h e  b e s t  
p e r f o r m a n c e  among t h o s e  s e n s o r s  w as  f o r  t h e  o n e  w i t h  an  
e x i t  s w i r l e r  a n g l e  o f  45 d e g r e e s .  I n  g e n e r a l  t h e  s e n s o r s  
w i t h  t h e  s m a l l e r  c r o s s - s e c t i o n a l  p r e c e s s i o n a l  f l o w  a r e a s ,  
h a d  q u i c k e r  r e s p o n s e s  a t  t h e  l o w e r  f l o w  r a t e s .  T h i s  
s m a l l e r  c r o s s - s e c t i o n a l  p r e c e s s i o n a l  f l o w  a r e a  p r o d u c e d  a  
more  s t a b l e  p r e c e s s i o n a l  f l o w  a n d  a  m ore  p r o n o u n c e d  
w h i s t l e .  B e low  t h e  minimum f l o w  r a t e ,  t h e  s i g n a l  w as  r a n ­
dom, a n d  a l s o  t h e  n o i s e  l e v e l  w as  h i g h .  B ey o n d  t h e  m a x i ­
mum p o i n t ,  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  d e c l i n e d .  I t  w i l l  b e  
shown l a t e r  t h a t  t h e  w o r k i n g  r a n g e s  l i s t e d  i n  T a b l e  2 w i l l  
i n d e e d  c o v e r  t h e  maximum d e s i r e d  a i r s p e e d  o f  3 2 1 . 9  k m / h r .
5 . 2  Wind T u n n e l  T e s t
U n l i k e  t h e  c l o s e d  c o n d u i t  t e s t ,  when a  s e n s o r  w as  
t e s t e d  i n  t h e  w i n d  t u n n e l ,  a  much h i g h e r  a i r s p e e d  was  
n e e d e d  t o  g e n e r a t e  a  s t a b l e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .  Due t o  
t h i s  r e a s o n ,  a s  shown i n  F i g .  7 1 ,  a  m o d i f i e d  m o d e l  f o r  t h e
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v o r t e x  t u b e  w as  m ade .  A c o n v e r g e n t  n o z z l e  w as  p l a c e d  i n  
f r o n t  o f  t h e  v o r t e x  t u b e .  T h i s  e n a b l e d  t h e  a i r s p e e d  t o  
r e a c h  a  h i g h e r  v a l u e  au t h e  e n t r a n c e  t o  t h e  v o r t e x  t u b e .  
When c o m p a r e d  w i t h  t h e  o r i g i n a l  s e n s o r ,  t h i s  m o d i f i e d  
m o d e l  w as  a b l e  t o  g e n e r a t e  a  h i g h e r  a n g u l a r  v e l o c i t y  a n d  
m o re  s t a b l e  p r e c e s s i o n a l  f l o w .  A l s o ,  a  d i v e r g e n t  n o z z l e  
w as  p l a c e d  i n  t h e  b a c k  o f  t h e  v o r t e x  t u b e  i n  o r d e r  t o  
m i n i m i z e  t h e  o u t s i d e  i n f l u e n c e  on t h e  b a c k  f l o w  r e g i o n .
S u c h  a n  a r r a n g e m e n t ,  a n o t h e r  b r e a k t h r o u g h ,  c o n t r i b u t e d  t o  
m a k i n g  t h e  m e a s u r e m e n t s  p o s s i b l e .  A p i t o t - s t a t i c  t u b e  was 
p l a c e d  i n  f r o n t  o f  t h e  c o n v e r g e n t  n o z z l e  s o  a s  t o  m e a s u r e  
t h e  a i r s p e e d .  I t  was  a n t i c i p a t e d  t h a t  a  s t a b l e  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e  w o u l d  n o t  b e  p o s s i b l e  u n t i l  t h e  minimum f r e q u e n c y  
r e s p o n s e  a s  n o t e d  i n  t h e  c l o s e d  c o n d u i t  t e s t  w i t h  a  
s p e c i f i e d  s e n s o r  w as  r e a c h e d .  B a s e d  on  t h i s  t e s t  t h e  m i n i ­
mum a i r s p e e d  t o  o b t a i n  a  s t a b l e  s i g n a l  w a s  70 k m / h r  ( 4 3 . 5  
mph) .
Due t o  w i n d  t u n n e l  l i m i t a t i o n s  d e s c r i b e d  i n  F i g .  6 3 ,  
o n l y  a  few  m e a s u r e m e n t s  w e r e  m ade .  H o w e v e r ,  t h r o u g h  c o r ­
r e l a t i o n  o f  f l o w  r a t e s ,  a i r s p e e d s  a n d  f r e q u e n c y  r e s p o n s e s  
a d d i t i o n a l  d a t a  c a n  b e  e x t r a p o l a t e d  t o  h i g h e r  a i r s p e e d s .
The c o m b i n a t i o n s  o f  t e s t  r e s u l t s  f o r  t r u e  a i r s p e e d ,  f l o w  
r a t e  a n d  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  a r e  shown i n  F i g s .  7 2 - 8 3  f o r  
t h e  i n d i v i d u a l  s e n s o r s  w i t h  a  s p e c i f i e d  s w i r l e r .  The  
p r o c e d u r e  u s e d  t o  o b t a i n  t h e s e  f i g u r e s  i s  d e s c r i b e d  i n  
A p p e n d i x  E .
I t  s h o u l d  b e  m e n t i o n e d  t h a t  f o r  a  s p e c i f i e d  s e n s o r  a n d
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s w i r l e r  t h e  w o r k i n g ,  l i n e a r  r a n g e  f o r  t h e  c l o s e d  c o n d u i t  
t e s t  i s  a l s o  t h e  w o r k i n g  r a n g e  f o r  t h e  w i n d  t u n n e l  t e s t .
I t  i s  n o t e d  t h a t  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  i s  l i n e a r l y  p r o ­
p o r t i o n a l  t o  t h e  t r u e  a i r s p e e d .  When t h e  d e s i r e d  maximum 
a i r s p e e d  3 2 1 . 9  k m / h r  (2 0 0  mph) i s  r e a c h e d ,  t h e  f r e q u e n c y  
r e s p o n s e  i s  s t i l l  w i t h i n  t h e  l i n e a r  r a n g e .
F i g s .  7 2 - 8 3 ,  t h e  c o n v e r t e d  d i m e n s i o n a l  n u m e r i c a l  r e ­
s u l t s  a r e  p l o t t e d  f o r  c o m p a r i s o n .  The  c o n v e r t e d  n u m e r i c a l  
r e s u l t s  w e r e  o b t a i n e d  b y  m u l t i p l y i n g  t h e  t h e o r e t i c a l  
r e s u l t s  b y  t h e  a r e a  r a t i o  shown i n  F i g .  6 5 .  To a v o i d  a n y  
m i s u n d e r s t a n d i n g  tw o com m ents  s h o u l d  b e  m e n t i o n e d .  F i r s t ,  
t h e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  w e r e  c a l c u l a t e d  u s i n g  a  n u m b e r  o f  
s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n s .  I n  r e a l i t y ,  t h e  v i s c o u s  e f f e c t s  
w e r e ,  h o w e v e r ,  s i g n i f i c a n t .  B e s i d e s  v i s c o u s  e f f e c t s ,  t h e  
d i s a g r e e m e n t  m i g h t  b e  d u e  t o  c o m p r e s s i b i l i t y  e f f e c t s  o r  
v a r i a b l e  f l u i d  p r o p e r t i e s .  The  d e v i a t i o n s  b e t w e e n  t h e  
t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a r e  c l e a r l y  e v i d e n t ,  e s p e c i ­
a l l y  f o r  S e n s o r s  2 a n d  4 ,  w h i c h  h a d  t h e  s m a l l e s t  v a l u e  o f  
Dg. H e n c e ,  a n o t h e r  p o s s i b l e  c a u s e  f o r  t h i s  d e v i a t i o n  
b e t w e e n  e x p e r i m e n t  a n d  t h e o r y  c o u l d  b e  e n h a n c e d  d e c a y  o f  
t h e  s w i r l  v e l o c i t y  b e t w e e n  t h e  s w i r l e r  a n d  t h e  e n t r a n c e  
o f  t h e  p r e c e s s i o n a l  f l o w  r e g i o n  f o r  s e n s o r s  w i t h  s m a l l e r  
Dg v a l u e s .  The  s e c o n d  comment o f  s i g n i f i c a n c e  i s  t h a t  t h e  
p i t o t  t u b e  p o s i t i o n  f o r  m e a s u r i n g  t h e  a i r s p e e d  i n  t h e  w i n d  
t u n n e l  t e s t  w as  n o t  a t  t h e  same l o c a t i o n  a s  i n  t h e  n u m e r i ­
c a l  c a l c u l a t i o n .  The a c t u a l  a i r s p e e d  a t  t h e  e n t r a n c e  o f  
t h e  v o r t e x  t u b e  was  1 . 8 4  t i m e s  h i g h e r  t h a n  t h a t  a t  t h e
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p o i n t  o f  t h e  c o n v e r g i n g  n o z z l e .  The  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  
f o r  S e n s o r s  1 a n d  3 c o m p a r e  f a v o r a b l y  w i t h  t h e  n u m e r i c a l  
r e s u l t s  when o n e  f o l l o w s  t h e  p r o c e d u r e s  a n d  m e a s u r e m e n t s  
r e c o m m e n d e d  i n  t h i s  c h a p t e r .  A d e f i n i t e  c o n c l u s i o n  r e a c h e d  
w as  t h a t  t h e  a n a l y t i c  a n d  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  d i d  p r o v e  
t h a t  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  w a s  l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  t o  
t h e  t r u e  a i r s p e e d ,  w h i l e  q u a n t i t a t i v e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  
t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  i s  s u f f i c i e n t l y  g o o d  t o  a l l o w  t h e o ­
r e t i c a l  p r e d i c t i o n  o n l y  f o r  S e n s o r s  1 a n d  3 .  The a c t u a l  
r e a s o n  f o r  t h e  d e v i a t i o n  b e t w e e n  e x p e r i m e n t  a n d  t h e o r y  f o r  
S e n s o r s  2 a n d  4 i s  n o t  known f o r  c e r t a i n .
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SUMMARY AND CONCLUSION
An a n a l y t i c  a n d  e x p e r i m e n t a l  s t u d y  o f  a  t r u e  a i r s p e e d  
s e n s o r  h a s  b e e n  u n d e r t a k e n .  The r e s u l t s  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  
s t u d y  p r o v e d  t o  b e  s u c c e s s f u l ,  i n  t h a t  i t  w as  d e t e r m i n e d  
t h a t  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  was  l i n e a r l y  p r o p o r t i o n a l  t o  
t h e  a i r s p e e d .  The p e r f o r m a n c e  w a s  shown t o  b e  h e a v i l y  
d e p e n d e n t  u p o n  t h e  d e s i g n  o f  t h e  v o r t e x  t u b e  a n d  s w i r l e r  
g e o m e t r i e s .  The s m a l l e r  t h e  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a  i n  t h e  
p r e c e s s i o n a l  f l o w  r e g i o n ,  t h e  m ore  s e n s i t i v e  was  t h e  f r e ­
q u e n c y  r e s p o n s e .  The e x i t  a n g l e  on  t h e  s w i r l e r  a l s o  
p l a y e d  a  v e r y  i m p o r t a n t  r o l e  i n  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  
s e n s o r .  The l a r g e r  t h e  e x i t  s w i r l e r  a n g l e ,  t h e  g r e a t e r  
w as  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .  I t  w as  a l s o  o b s e r v e d  t h a t  a s  
R e y n o l d s  n u m b e r  i n c r e a s e d  t h e  S t r o u h a l  n u m b e r  r e m a i n e d  
c o n s t a n t .  M o r e o v e r ,  i t  w as  n o t i c e d  t h a t  t h e  S t r o u h a l  num­
b e r s  b a s e d  on  mean a x i a l  v e l o c i t y  w e r e  d e p e n d e n t  o n l y  upon  
t h e  e x i t  s w i r l e r  a n g l e s .
The e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  r e v e a l e d  s i m i l a r  c h a r a c t e r ­
i s t i c s  t o  t h o s e  o b t a i n e d  t h r o u g h  a n a l y s i s .  T h i s  t r u e  
a i r s p e e d  s e n s o r  h a s  t h r e e  u n i q u e  c h a r a c t e r i s t i c s :  f l o w
p h e n o m e n o n - p r e c e s s i o n , v o r t e x  w h i s t l e ,  a n d  no  m o v in g  
p a r t s .  I t  w a s  a l s o  o b s e r v e d  t h a t  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e
121
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m i c r o p h o n e  w a s  c r i t i c a l .  When t h e  m i c r o p h o n e  w as  l o c a t e d  
c l o s e  t o  t h e  i n n e r  w a l l ,  a  n o n d e s i r a b l e  r a n d o m  s i g n a l  was  
c r e a t e d .  On t h e  o t h e r  h a n d  when t h e  m i c r o p h o n e  w as  p l a c e d  
t o o  f a r  f r o m  t h e  i n n e r  w a l l  t h e  c a p a b i l i t y  o f  p i c k i n g  up  
a  s i g n a l  was  r e d u c e d .  T h u s ,  t h e  b e s t  m i c r o p h o n e  p o s i t i o n  
was  a c h i e v e d  by  a d j u s t i n g  t h e  p o s i t i o n  u n t i l  a  s t a b l e  s i g ­
n a l  w as  o b t a i n e d .  By s u c h  a  p r o c e d u r e  i t  b e ca m e  p o s s i b l e  
t o  make t h e  n e c e s s a r y  m e a s u r e m e n t s .  The w o r k i n g  r a n g e s  o f  
t h e  s e n s o r s  w e r e  b e y o n d  t h e  maximum a i r s p e e d  r e q u i r e d  f o r  
u s e  on  s m a l l  p r i v a t e  a i r c r a f t .
Due t o  t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  p r o b l e m ,  t h e  a n a l y t i c  
r e s u l t s  a r e  v a l i d  o n l y  f o r  i n v i s c i d  f l u i d  f l o w .  When 
c o m p a r e d  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t ,  t h e  d e v i a t i o n s  
n o t e d  a r e  b e l i e v e d  t o  b e  due  t o  e i t h e r  t h e  v i s c o u s  e f f e c t s ,  
v a r i a b l e  f l u i d  p r o p e r t i e s  o r  c o m p r e s s i b i l i t y  e f f e c t s .
U n d e r  t h e  a r r a n g e m e n t  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  5, i t  w as  f o u n d  
t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  w e r e  i n  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  
a n a l y t i c  r e s u l t s  f o r  S e n s o r s  1 a n d  3 .  A l t h o u g h  f o r  t h i s  
p r o j e c t  t h e  minimum a i r s p e e d  was  70 k m / h r  ( 4 3 . 5  m p h ) ,  t h e  
minimum a i r s p e e d  a c h i e v e a b l e  c o u l d  b e  l o w e r e d  by  p l a c i n g  a  
m o d i f i e d  c o n v e r g e n t  n o z z l e  i n  f r o n t  o f  t h e  v o r t e x  t u b e .
By s u c h  a  m o d i f i c a t i o n  a  s t a b l e  s i g n a l  c o u l d  b e  d e t e c t e d  
e v e n  a t  l o w e r  a i r s p e e d s .
I n  c o n c l u s i o n ,  i t  was  f o u n d  t h a t  t h i s  t r u e  a i r s p e e d  
s e n s o r  h a s  t h e  f e a t u r e  o f  h a v i n g  a  l i n e a r  r e l a t i o n s h i p  
b e t w e e n  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  a n d  a i r s p e e d  a s  w e l l  a s  b e i n g  
i n d e p e n d e n t  o f  a l t i t u d e ,  t e m p e r a t u r e  a n d  d e n s i t y .  The
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s e n s o r  h a s  p r o v e n  t o  h e  r e l i a b l e ,  c a p a b l e  o f  h i g h  a c c u r a c y ,  
a n d  t o  b e  o n e  t h a t  c o u l d  b e  e a s i l y  f a b r i c a t e d  a n d  m a i n ­
t a i n e d .  S u c h  a n  i n s t r u m e n t  w o u l d  b e  d e s i r a b l e  i n  m e a s u r i n g  
t r u e  a i r s p e e d s  a n d  f l o w  r a t e s .
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APPENDIX A
NUMERICAL ANALYSIS AND SOLUTIONS
S i n c e  e q u a t i o n  ( 5 1 )  f r o m  C h a p t e r  2 c o n t a i n s  t h e  p r e -  
c e s s i o n a l  a n g u l a r  v e l o c i t y  00, a  c o m p l e x  n u m b e r ,  a n d  s i n c e  
t h e  a r g u m e n t s  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  a r e  a l s o  c o m p l e x ,  a  
q u a n t i t a t i v e  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 5 1 )  i n  C h a p t e r  2 i s  
d i f f i c u l t  t o  o b t a i n .  T h e r e f o r e ,  an  a l t e r n a t e  m e t h o d  w i l l  
b e  u s e d  t o  o b t a i n  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  f o r  a  s p e c i f i e d  
a i r s p e e d .
T h r o u g h o u t  t h e  f o l l o w i n g  a n a l y s i s ,  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  
o f  o n e  p a r a m e t e r  o f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t ,  a l l  o t h e r  s y s t e m  
p a r a m e t e r s  w i l l  b e  a s s u m e d  c o n s t a n t .  L e t  a>r  a n d  ok r e s p e c ­
t i v e l y  r e p r e s e n t  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  
p r e c e s s i o n a l  a n g u l a r  v e l o c i t y ,  s u c h  t h a t  w = + iu K .
When s u b s t i t u t e d  i n t o  e q u a t i o n  ( 2 0 )  f r o m  C h a p t e r  2 ,  o n e  
o b t a i n s
i ( k z  + n 0  -  oat) _ Wi ^  i ( k z  + n0  -  oa t )  ( A l )6 “  6 • 0 I*
As e v i d e n t ,  f o r  oa  ̂ v a l u e s  g r e a t e r  t h a n  z e r o ,  t h e  p e r t u r b a ­
t i o n  a m p l i t u d e  i n c r e a s e s  a s  uk i n c r e a s e s .  The o b j e c t i v e  
o f  t h i s  a n a l y s i s  i s  t o  f i n d  t h e  maximum v a l u e  o f  oa  ̂ f o r  a  
s p e c i f i e d  v e l o c i t y ,  s u c h  t h a t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  oa  ̂ w i l l  b e
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t h e  p r e c e s s i o n a l  a n g u l a r  v e l o c i t y  ( o r  f r e q u e n c y )  r e s p o n s e
d e s i r e d .  E q u a t i o n  ( 5 0 )  f r o m  C h a p t e r  2 c a n  b e  w r i t t e n  i n
t h e  f o l l o w i n g  f o r m
J  * (RK) 2 ton - l  _ _ n  o N * n \
J  (RK) RK to -  n to -  k  W }n '  o c
I n  e q u a t i o n  ( A 2 ) ,  n w i l l  b e  a s s i g n e d  t h e  v a l u e  o n e .  The 
j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h i s  a s s u m p t i o n  i s  b a s e d  on  o b s e r v a t i o n s  
i n  t h e  p r e s e n t  w o r k  a n d  r e s u l t s  o f  C h a n a u d ' s  w o r k .  C h a n a u d  
[ 1 7 ]  t e s t e d  a  v o r t e x  t u b e  s u b m e r g e d  i n  w a t e r .  He i n j e c t e d  
a i r  i n t o  t h e  v o r t e x  t u b e  t o  o b s e r v e  t h e  a i r  b u b b l e  f l o w  
p a t t e r n  t h r o u g h o u t .  He n o t e d  t h e  f o r m a t i o n  o f  a  b u b b l e  
l i n e ,  a n d  t h a t  t h e  l i n e  d i d  n o t  a s s u m e  a  h e l i c a l  f o r m .
T h i s  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  t o  i m p l y  t h a t  t h e  p e r t u r b a t i o n s  
a r e  c o n s t a n t  a l o n g  a  s i m p l e  h e l i x ,  a n d  t h i s  w o u l d  b e  t h e  
c a s e  f o r  n e q u a t e d  t o  o n e  i n  e q u a t i o n  ( A 2 ) . T h u s ,  p r o ­
v i d i n g  p a r a m e t e r s  u> , W , k  a n d  R a r e  known,  e q u a t i o n  (A2)o c
b e c o m e s
J o (RK) _ 1 , ,  L 2 wo
J 1 (RK) RK  ̂ w - o )  -  k  VI } . (A3)J- o c
H ow ever  f r o m  e q u a t i o n  ( 4 0 )  f r o m  C h a p t e r  2 w i t h  n = 1 ,
K c a n  b e  w r i t t e n  a s
k  w 4  w2 -  (w -  to -  k  W ) 2 ' o _______o________c
^  w -  co -  k  W (A4)o c
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  (A4)  i n t o  e q u a t i o n  ( A 3 ) ,  t h e  r i g h t  
h a n d  s i d e  (R .  H. S . )  o f  e q u a t i o n  (A3) b e c o m e s
with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
132
R. H. S .  = RK V
to -  to -  k  W
4 to -  ( to -  to -  k  W V O O c  *
( 1 +
2 to
°  )to -  to -  k  W o c
o r
1 to + to -  k  W
R - H - s - = M  • ° - - .......<A5>
^  - 2  '    ’ •  ”  ' 2(4 toj -  ( to -  to^ -  k W„ ) ‘
N o t i n g ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  (L .  H. S . )  o f  
e q u a t i o n  (A3) i s
L. H. S.  = °
J  (RK)
J X(RK) 
a n d  s i n c e
J Q<X) -  1 -  * ! _  +  -  i _ _  + .  (A6)
2 ( 1 ! )  2 ( 2 !  ) 26 ( 3 ! ) 2 ‘ >
and
3 5 7
J n ( x )  = f  -  - g - 2 -------- +  * - + _ . . ( A7)
2 . 1 !  . 2 ! 2 ° .  2 ! .  3! 2 \ 3 ! . 4 !
t h e  L. H. S .  o f  e q u a t i o n  (A3)  can  t h e n  b e  e x p r e s s e d  a p p r o x i ­
m a t e l y  a s
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1 _ (RK )2 + (RK)4 _ (RK)6
L . H . S .  = --------2 2 ( 1 ! ) 2 2 4 ( 2 ! ) 2_ . . 2 6 ( 3 ! ) 2 (Ag)
R K  (R K )°  + (RK)5
2 2 3 ( 1 ! ) ( 2 ! )  2 5 ( 2 ! ) ( 3 ! )
An a n a l y s i s  o f  t h e  e r r o r s  d u e  t o  r e p l a c i n g  t h e  e x a c t  e x ­
p r e s s i o n  b y  e q u a t i o n  (A8) may b e  f o u n d  i n  A p p e n d i x  D.
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  (A4) i n t o  e q u a t i o n  (A8) a n d  s i m p l i ­
f y i n g ,  o n e  o b t a i n s
2 2
L . H . S .  -  {( to — ioQ — kWc ) 6 -  [4  to2 -  ( a) -  ooo -
4 4
kWc  ) 2 ] ( u  -  0)o  -  k  Wc ) 4  + 5 g f -  [ 4  w2 -  ( u -
-  W c ) 2 ] 2 ( „  -  „ o  -  k * 0 , a -  § ° £  [ 4  M2 -
( “  "  “ o “  kWc ) 2 j 3 )  /  [4  “ o ■ C 0) -  w o
™ o ) 2 ] S ( u  -  u o -  klVo ) 5 -  5 ^  [4  w2 -  ( M -
“ o -  kWc ) 2 ] 3 / 2 ' “  -  “ 0 -  » c > 3 + ^  [ 4 “ o -
(w -  wo -  kWc ) 2 ] S / 2 ( U -  u -  kW )} ( A9 )
By i n t r o d u c i n g






t h e  f o l l o w i n g
kWc
c o e f f i c i e n t s :





R K / 1 6  = C g /2  
R4 K4 / 6 4  = C4 / 4  
R5K5 / 3 8 4  = C g / 1 2  
R6 K6 / 2 3 0 4  = C2 / 3 6
C8 = Wo ~ kWc
(A10)
E q u a t i o n s  (A9)  a n d  (A5)  b e co m e  r e s p e c t i v e l y ,
L . H . S . = ((to -  C ) 6  -  C „ ( C 1 + 2C a) -  <oZ )(to -  C )' u 0 1  o  o +
C5 ( C 1  + 2Co w2) 2 ( w -  C~ ) 2 -  C^ ( C ,  + 2C^u -O ' 7 1
w2 ) 3 } /{ C 2 ( o) -  C0 ) 5 (C 1 + 2CQto -  to2 ) 4 -
C4 (w "  Co ) 3 ( C l  + 2 Co W “  “ 2 ) 3 / 2  + C6 (u> -  C )
(C 1 + 2Co m -  to2 ) 5 / 2 } , ( A l l )
to + C
R . H . S .  = 82C 2 (C 1  + 2CQ to 9  Ato2 )*
(A12)
E q u a t i n g  e q u a t i o n s  ( A l l )  a n d ( A 1 2 ) ,  a n d  m u l t i p l y i n g  b o t h
s i d e s  by  (C^ + 2<̂ 0W "  w3 ) 2 , o n e  o b t a i n s
2c  + Cg)  -  {(w -  Cq )® -  CgCC^ + 2Cq (o -  (oii )(to -2 .
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Cq ) 4 + C5 (C 1  + 2Cq oj -  to2 ) 2 (to -  Cq ) 2 -  C? (C 1  + 2Co w -  
w2 ) 3 } / ( C 2 ( W -  Co ) 5  -  C4 (co -  Co ) 3 (C 1  + 2Coco -
to2 ) + Cg (w -  Co ) ( C 1  + 2Cq w -  to2 ) 2  } .  ( A13)
S i m p l i f y i n g  a n d  r e a r r a n g i n g  a c c o r d i n g  t o  t h e  p o w e r  o f  to, 
o n e  o b t a i n s
F(io) = Cgg to3  + to3  + to4  + C4 2  + C4 3  to2  +
C44 W + C45  = 0 ' (A14)
w h e r e  t h e  i n t e r m e d i a t e  C c o n s t a n t s  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  a r e  
a s  f o l l o w s .
C9 = 0Co -  C1
C10 = 3C0C1 -  7 Co
° U  = 2C0 -  3Co Cl
C12 -  8Co  -  2C1
C13 “  4Co Cl  -  4Co + 2C1
C14 = Cl  '  4CoCl
C15 = 14Co -  C1
C16 -  4Co Cl  -  16Co
C17  * 9Co -  6CoCl
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:1Q = 4C3C1 -  2C5 18 o 1 o
'19 9C“ + 4C -  2C. o o 1
'20 8C C1 -  8C2 -  4C 3 o 1 o o
'21 4Co -  100o Cl  + C1
'22 4C 3C1 -  2C C? o 1 o 1
'23 12CT -  3C1
'24 12C CL -  8C o 1 o
' 2 5
3C? -  12C2Ci 1 o 1
C26 C2 + C4 + C6
'27 !  + c 3 + c 5  + C7
' 2 8 10Co C2 + C4 C9 + C6 C12
'29 15Co + C3C15 + C5 C19 + C7 C23
'30 10CoC2 + C4 C10 + C6 C13 + 10C? C2 C8 + C4 C8C9 +
C6C8 C12
C31 20Co ~ C3C16 C5C20  “  C7 C24




C3C17 "  15Co 
Co ^ 4  -  C1 C6
C5C21 "  C7C25
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E q u a t i o n  ( 5 1 )  h a s  t h e r e f o r e  b e e n  t r a n s f o r m e d  t o  e q u a t i o n  
( A14) a  s i x t h  o r d e r  p o l y n o m i a l  i n  to h a v i n g  r e a l  c o e f f i c i e n t s  
Cgg t h r o u g h  As s t a t e d  e a r l i e r  f o r  a  s p e c i f i e d  a i r ­
s p e e d ,  o n e  d e s i r e s  t h e  maximum v a l u e  o f  ok among t h e  s i x  
r o o t s  o f  t h e  e q u a t i o n .  The c o r r e s p o n d i n g  ior  i s  t h e  f r e ­
q u e n c y  r e s p o n s e .  The s o l u t i o n  t o  e q u a t i o n  (A14)  w i l l  b e  
o b t a i n e d  t h r o u g h  u s e  o f  c o m p u t e r  p r o g r a m  a v a i l a b l e  a t
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N a t i o n a l  A e r o n a u t i c s  a n d  S p a c e  A d m i n i s t r a t i o n ,  L a n g l e y  
R e s e a r c h  C e n t e r .  The  s u b r o u t i n e  o f  t h i s  p r o g r a m ,  nam ed  
RPOLY, i s  a  s i m p l e  p r o g r a m  d e v e l o p e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  com­
p l e x  r o o t s  o f  an  e q u a t i o n  b y  a  t h r e e - s t a g e  v a r i a b l e - s h i f t  
t e c h n i q u e  [ 4 0 ,  4 1 ] .  The  d i s t i n c t  a d v a n t a g e  o f  t h i s  s u b ­
r o u t i n e  i s  t h a t  i t  d o e s  n o t  r e q u i r e  a n y  i n i t i a l  e s t i m a t e s  
o f  t h e  r o o t s .
The  d e r i v a t i o n  o f  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  u p s t r e a m  f l u i d  
a n g u l a r  v e l o c i t y  a n d  t h e  c o n s t a n t  mean a x i a l  f l o w  
v e l o c i t y  Wc i s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  B. The  c o m p u t i n g  p r o c e ­
d u r e  a n d  s a m p l e  p r o g r a m m i n g  a r e  g i v e n  i n  A p p e n d i x  C.
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APPENDIX B
THE DERIVATION OF THE UPSTREAM FLUID ANGULAR VELOCITY
w AND THE CONSTANT MEAN AXIAL FLOW VELOCITY W o c
The  v a l u e s  o f  t h e  u p s t r e a m  f l u i d  a n g u l a r  v e l o c i t y  
a n d  t h e  d o w n s t r e a m  c o n s t a n t  mean a x i a l  f l o w  v e l o c i t y  
Wc  a r e  s t r o n g l y  d e p e n d e d  u p o n  t h e  d e s i g n  o f  b o t h  t h e  
v o r t e x  t u b e  a n d  s w i r l e r  f l o w  g e n e r a t o r .
The d e r i v a t i o n  w i l l  b e  b a s e d  on  t h e  p a r a m e t e r s  
l i s t e d  i n  T a b l e  1 o f  C h a p t e r  3 .  H o w e v e r ,  p r i o r  t o  t h e  
d e r i v a t i o n  e a c h  p a r a m e t e r  w i l l  b e  d i s c u s s e d  s e p a r a t e l y .
The c o m b i n a t i o n  o f  v o r t e x  t u b e  a n d  s w i r l e r  u s e d  i n  
t h e  a n a l y s i s  i s  shown i n  t h e  F i g .  B . l .  The c r o s s -  
s e c t i o n a l  v i e w  o f  A-A i s  shown i n  t h e  F i g .  B . 2 .  The n e t  
f l u i d  p a s s a g e  a r e a  a s  shown i n  F i g .  B . 2  i s
w h e r e  n ^  i s  t h e  n u m b e r  o f  f l u t e s  i n  t h e  s w i r l e r ,  a n d  h i s  
t h e  w i d t h  o f  e a c h  f l u t e .  I t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  n e t  
a r e a  a t  s e c t i o n  B-B i s
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F l u t e
S c a l e :  I____________ |
0 . 5 "
F i g .  B . 2  The  c r o s s - s e c t i o n a l  v i e w  o f  
s e c t i o n  A-A.
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The f l u i d  v e l o c i t y  o r  a i r s p e e d  U l e a v i n g  s e c t i o n  
A-A a t  an  a n g l e  o f  a ,  a s  shown b e l o w  i s  s e p a r a t e d  i n t o  
a x i a l  a n d  t a n g e n t i a l  v e l o c i t i e s  U a n d  U, r e s p e c t i v e l y .SL t
Due t o  t h e  c o m p l e x i t y  i n  g e o m e t r y ,  an  a c c u r a t e  
a n a l y s i s  i s  v e r y  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n .  T h u s ,  an  a p p r o x i ­
m a t i o n ,  w h i c h  i s  c l o s e  t o  r e a l i t y  w i l l  b e  d e r i v e d .
S i n c e  t h e  f l u i d  p a s s a g e  o r  g a p  b e t w e e n  t h e  v o r t e x
t u b e  w a l l  a n d  s w i r l e r  i s  s o  s m a l l ,  i t  i s  a s s u m e d  h e r e
t h a t  t h e  n e t  a r e a ,  An e ^., a t  s e c t i o n  A-A b e  r e p l a c e d  b y  a
c i r c u l a r  r i n g  w i t h  t h e  same o u t s i d e  r a d i u s ,  r ^ ,  b u t
d i f f e r e n t  i n s i d e  r a d i u s ,  named e q u i v a l e n t  r a d i u s  r g 2
w h i c h  i s  l a r g e r  t h a n  t h e  o r i g i n a l  r a d i u s  r 2 - T h i s
e q u i v a l e n t  r a d i u s  r  0 w i l l  b e  d e t e r m i n e d  f i r s t  a n d  t h e n6 } £
b e  u s e d  l a t e r  a s  a  l o w e r  l i m i t  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  
c o n s e r v a t i o n  o f  a n g u l a r  momentum a t  s e c t i o n  A-A. H ence  
t h i s  c i r c u l a r  r i n g  w i l l  n o t  i n c l u d e  t h e  c r o s s - s e c t i o n  
a r e a s  o f  f l u t e s .  T h u s ,  o n e  c a n  f i n d  t h i s  e q u i v a l e n t  
r a d i u s  r g 2 b y  e q u a t i n g  t h e  n e t  a r e a  An e t  w i t h  t h i s  new
c i r c u l a r  r i n g  a r e a  a s
o r
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= J  T 2 . t s i
1 , 2  f  r i  TTr 6 ; o =  V  r ?  -  CB3)
w h e r e  A ^ w as  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( B l ) .
Due t o  t h e  c o n v e r g i n g  g e o m e t r y  b e t w e e n  s e c t i o n s ,  
t h e  f l u i d  a n g u l a r  v e l o c i t y  a t  s e c t i o n  A-A i s  d i f f e r e n t  
t h a n  t h a t  a t  s e c t i o n  B-B .  The  c o n s e r v a t i o n  o f  a n g u l a r  
momentum c a n  b e  e x p r e s s e d  a s
f T 1  f R
Jr I 2w r  d r  (B4)oe , 2
w h e r e  u)^ a n d  a)Q a r e  c o n s t a n t  f l u i d  a n g u l a r  v e l o c i t i e s  a t  
s e c t i o n  A-A a n d  B-B r e s p e c t i v e l y .
I n  t h e  f o r c e d  v o r t e x  f l o w  t h e  t a n g e n t i a l  v e l o c i t y  i s  
e q u a l  t o  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y  a n d  
t h e  r a d i u s .  S i n c e  t h e  s p a c i n g  b e t w e e n  t h e  c o r e  o f  t h e  
s w i r l e r  a n d  i n n e r  w a l l  o f  t h e  v o r t e x  t u b e  i s  e x t r e m e l y  
s m a l l , t h e  r a d i u s  w i l l  b e  c o n s i d e r e d  t o  b e  t h e  a v e r a g e  
o f  r ^  a n d  r & ^ . T h u s ,  t h e  c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y  
c a n  b e  w r i t t e n  a s
=
o r
A r l  + r e , 2
_ 2 U s i n a
“ A '  * ' l  + r e , 2  (B 5 )
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N o t e ,  h o w e v e r ,  t h a t  = U s i n  a .
And t h e r e f o r e  e q u a t i o n  (B 4)  b e c o m e s
r i /-R
/ 2 U s i n  a  2 |  2 n'1 + ' e , 2 1 dr= J
r e , 2  0
(B6)
The v a l u e  o f  t h e  c o n s t a n t  a n g u l a r  v e l o c i t y  o)Q , a t  
s e c t i o n  B-B ,  c a n  t h e n  shown t o  b e
= g J - S i n .”  \ f 2 (
°  R"5 r l  e ,  2 .
H e n c e ,  f o r  a  g i v e n  a i r s p e e d  U a n d  s w i r l e r  g e o m e t r y  t h e r e
i s  o n e  v a l u e  f o r  w .o
T he  d o w n s t r e a m  c o n s t a n t  mean a x i a l  v e l o c i t y  W i sc
o b t a i n e d  b y  c o n s i d e r i n g  t h e  c o n t i n u i t y  o f  m a s s  f o r  s e c ­
t i o n s  A-A a n d  B -B .  The c o n s e r v a t i o n  o f  m a ss  r e q u i r e s ,  
a s s u m i n g  c o n s t a n t  p
U A , = W B , (B8)a  n e t  c n e t ,  v.0 ®;
w h e r e  U i s  U c o s  a  a n d  W i s  t h e  c o n s t a n t  mean a x i a l  a  c
v e l o c i t y .  T h u s ,  t h e  c o n s t a n t  mean a x i a l  v e l o c i t y  W c anc
b e  w r i t t e n  a s
A
W = U c o s  a
n e t  . (B9)
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APPENDIX C
COMPUTING PROCEDURE AND PROGRAMMING
E q u a t i o n  (A 14)  o f  A p p e n d i x  A c a n  b e  e a s i l y  s o l v e d  b y
u s e  o f  t h e  c o m p u t e r ,  a n d  t h e  s t e p  b y  s t e p  p r o c e d u r e  i s
g i v e n  b e l o w .
1 .  I n p u t  t h e  p h y s i c a l  p a r a m e t e r s  D^,  Dg, D^,  n ^ ,  a  a n d  
c a l c u l a t e  e q u a t i o n s  ( B l ) ,  ( B 2 ) ,  ( B 3 ) ,  (B 7 )  a n d  (B9)  
d e r i v e d  i n  A p p e n d i x  B.
2 .  S e t  a i r s p e e d  e q u a l  t o  z e r o  k i l o m e t e r  p e r  h o u r  a n d  c a l ­
c u l a t e  a l l  t h e  p o l y n o m i a l  c o e f f i c i e n t s  l i s t e d  i n  
A p p e n d i x  A.
3.  F i n d  t h e  r o o t s  o f  t h e  p o l y n o m i a l  b y  c a l l i n g  t h e  s u b ­
r o u t i n e  RPOLY.
4 .  S e p a r a t e  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  r o o t s .
5 .  F i n d  t h e  maximum v a l u e  o f  i m a g i n a r y  p a r t  o f  t h e  r o o t  
u k  , w h i c h  g i v e s  t h e  maximum a m p l i t u d e ,  a n d  t h e  c o r r e s ­
p o n d i n g  r e a l  p a r t  o f  r o o t  ui^.
6 .  C a l c u l a t e  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  a n d  S t r o u h a l  n u m b e r ,  
S t .
7 .  P r i n t  o u t  t h e  a i r s p e e d  a n d  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .  Then 
i n c r e a s e  t h e  a i r s p e e d  a n d  r e p e a t  t h e  p r o c e d u r e  u n t i l  
t h e  a i r s p e e d  r e a c h e s  3 2 1 . 9  k m / h r  ( o r  2 00  m p h ) .
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8 .  R e p e a t  t h e  a b o v e  p r o c e d u r e  f o r  d i f f e r e n t  v o r t e x  t u b e  
c o n f i g u r a t i o n s  a n d  s w i r l e r  d e s i g n s .
The  f l o w  d i a g r a m  f o r  t h e  a b o v e  p r o c e d u r e  i s  shown i n  
F i g .  C . l .  A l l  t h e  d a t a  w e r e  p l o t t e d  b y  u s i n g  NASA CDC 6 0 0 0  
s e r i e s  CalComp m o d e l  765 p l o t t e r .  The NASA L a n g l e y  s u b ­
r o u t i n e  INFOPLT w as  u s e d  t o  g e n e r a t e  t h e  p l o t  f o r  s p e c i f i e d  
i n f o r m a t i o n .  The  f l o w  d i a g r a m  u s e d  i n  o b t a i n i n g  t h e  p l o t  
i s  shown i n  F i g .  C . 2 .  T h e  c o m p l e t e  c o m p u t e r  p r o g r a m  i s  
l i s t e d  a f t e r  F i g .  C . 2  on p a g e s  1 4 9 - 1 5 6 .  The  p r o g r a m  o n l y  
i n v o l v e d  S e n s o r  4 ,  F o r  t h e  o t h e r  i n d i c a t o r s ,  o n l y  Dg a n d  
Dg n e e d  t o  b e  c h a n g e d .
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1 4 7
START
C a l c u l a t e  An e t
I n p u t  t h e  d e s i g n e d  p a r a m e t e r s
  H
C a l c u l a t e  Q, W , to , Re c  o
200
STOP
C a l c u l a t e  t h e  f r e q u e n c y  f r o m  co 
C a l c u l a t e  S t r o u h a l  n u m b e r  S t .
C a l c u l a t e  t h e  n u m e r i c a l  v a l u e s  
o f  c o e f f i c i e n t s  o f  e q u a t i o n  (A14)
F i n d  t h e  maximum v a l u e  o f  to. and  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  to 1
F i n d  t h e  r o o t s  o f  e q u a t i o n  (A14) 
a n d  s e p a r a t e  i n t o  r e a l  a n d  i m a g i ­
n a r y  p a r t s
F i g .  C . l  F low d i a g r a m  f o r  c a l c u l a t i n g  t h e  f r e q u e n c y  
a t  v a r i o u s  t r u e  a i r s p e e d .










( I n i t i a l i z e  p l o t t i n g )
CALL INFOPLT ( 0 ,  . . . )  
( O n e - c a l l  p l o t t i n g  r o u t i n e )
CALL INFOPLT ( 1 ,  . . . )  
( T e r m i n a t i n g  p l o t t i n g )
F lo w  d i a g r a m  f o r  g e t t i n g  t h e  p l o t s .
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PROGRAM WHISTL (INPUT,OUTPUT,TAPE5=INPUT,TAPE6=OUTPUT) 
DIMENSION VEL(1 1 ) , WC( 1 1 ) , R E (1 1 ) , S T ( 1 1 ) , UU(1 1 ) , WCK(1 1 )  
DIMENSION ALPHAD(5 ) , N l ( 5 ) , FREQ(1 1 ) , XO(1 1 ) , U ( 1 1 )  
DIMENSION R O O T l(6 , 2 )
DIMENSION COEEE(7)
COMPLEX ROOT( 6 )
C NUMBER OF POINTS TO BE CALCULATED 
NN=11
C DEFINE WAVENUMBER K 
CK=1.
C CHANGE THE VALUES OF K 




C DEGREE OF THE POLYNOMIAL 
IDEGRE=6
C DEFINE THE PARAMETERS FOR THE INDICATOR 
D 1 = 0 . 7 4 5 / 1 2 .
D 2 = 0 . 6 / 1 2 .
D 3 = 0 . 2 5 / 1 2 .
R = D 3 / 2 .
H = 0 . 1 / 1 2 .
P I = 3 . 1 4 1 5 9 2 7  
XNU=160.OE-06
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C AN INTEGER REPRESENTS THE PERTURBATIONS ARE CONSTANT 
C ALONG A SIMPLE HELIX 
N=1
DO 2 3  I J = 1 ,3  
XI J = I J + 2
C DESIGNED NUMBER OF FLUTES ON TEE SWIRLER 
DO 22 1 1 = 1 , 3  
N l ( I I ) = I I + 1  
C K W =C K /(2 .*P I)
WRITE(MM,2 )  CK, CKW
2 FORMAT( 5 X , *THE WAVENUMBER K = * , E 1 0 . 3 , 10X,*THE WAVELENG 
1 T H = K / ( 2 . P I ) = * , E 1 0 . 3 / / / / )
C DESIGNED EXIT ANGLES ON THE SWIRLER 
A L P H A D ( I J ) = X I J * 1 5 .
ALPHA=ALPHAD( I J ) * p I / 1 8 0 .
AREAA=PI/4 . * ( D l*  * 2 . -D 2*  * 2 . ) - N 1 ( I I ) * H * ( D 1-D 2) / 2 .  
A REA B=PI/4 . *D3**2 
C E Q . ( B 3 )
R E 2 = S Q R T ( ( D l /2 . ) * * 2 - ( A R E A A / P I ) )
W RITE(MM,3)D1,D2,D3,H,N1(II) ,AREAA,AREAB
3 FORMAT( 5 X , *D 1 = * , F 1 0 . 5 / 5X, *D 2 = * , F 1 0 . 5 / 5 X , *D 3 = * , F 1 0 . 5 / /  
1 5 X ,* H = * , F 1 0 . 5/5X,*HOW MANY FLUTES IN THE SWIRLER?*,13 
2 /5 X ,* N E T  AREA AT SECTION A -A = * , F 1 0 . 5 /5X ,*N ET  AREA AT 
3SECTION B -B = * , F 1 0 . 5 / / )
WRITE( MM, 4 ) N , ALPHAD(IJ)
Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
151
4 FORMAT( 5X , * N = * , I 2 / 5 X , * E X I T  ANGLE OF SWIRLER®*,F5. 1 ,2 X ,  
1*DEGREES*/ / )
U ( 1 ) = 0 . 0
C * * * * * * * * * *  CHANGE VELOCITY***********************
DO 21  J = l , l l
C VELOCITY FOOT PER SECOND 
V E L ( J ) = U ( J ) * 5 2 8 0 . / 3 6 0 0 .
C VELOCITY KILOMETER PER HOUR
U U ( J ) = U ( J ) * 1 . 6 0 9 3 5
C AXIAL MEAN VELOCITY IN Z-DIRECTION(FT/SEC)
WC( J ) =VEL( J ) *COS( ALPHA) * AREAA/ AREAB
C IN KILOMETER PER HOUR
W C K (J)= W C (J )* 0 . 3 0 4 8 0 1 E - 0 3 * 3 6 0 0 .
C REYNOLDS NUMBER BASED ON MEAN AXIAL VELOCITY
RE(J)=W C(J)*D3/XNU
C UPSTREAM ANGULAR VELOCITY AT SECTION AA AS DEFINED IN
C EQ(B7)
X O (J )= 2 .* V E L ( J ) * S I N ( A L P H A ) * ( ( D l / 2 . ) * * 3 . - R E 2 * * 3 . ) / ( R * *
1 3 . * ( D l / 2 . +RE2) )
W R I T E ( M M , 5 ) U ( J ) , V E L ( J ) , U U ( J ) , W C ( J ) , W C K ( J ) , R E ( J ) , X O ( J )
5 FORMAT(5X, *U=*, F 7 . 1 , 2X , *MILES PER HOUR*,5X,*OR*,2X,F7  
1 . 1 , 2X,*FOOT PER SECOND*,5X,*OR*, 2 X , F 7 . 1 , 2X,*KILOMETER 
2 PER H O U R * /5 X ,* W C = * ,F 7 .1 ,2 X ,* F 0 0 T  PER SECOND*, 5X ,*O R*, 
32X , F 7 . 1 , 2X , *KILOMETER PER HOUR*/5X,*REYNOLDS NUMBER=* 
4 , F8.1/5X,*ANGULAR VELOCITY AT ENTRANCE^*,F8.1 / / )
CO=XO(J) +CK*WC( J )
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C 1 = 4 . * X 0 ( J ) * * 2 . - C O * * 2 .
C2=R*CK/2 .
0 3 = 0 2 * * 2 .
C 4 = C 2 * * 3 . / 2 .
0 5 = 0 2 * * 4 . / 4 .
0 6 = 0 2 * * 5 . / 1 2 .
C 7 = C 2 * * 6 . / 3 6 .
C8=X0( J ) -CK *WC( J )
0 9 = 9 . * 0 0 * * 2 . - C l  
C 1 0 = 3 . * 0 0 * 0 1 - 7 . * 0 0 * * 3 .
C l l = 2 . * 0 0 * * 4 . - 3 . * 0 0 * * 2 . * 0 1
C 1 2 = 8 . * 0 0 * * 2 . - 2 . *C1
C 1 3 = 4 . * 0 0 * 0 1 - 4 . *C0** 3 . + 2 . *C1
0 1 4 = 0 1 * * 2 . - 4 . * C 0 * * 2 .* 0 1
0 1 5 = 1 4 . * 0 0 * * 2 . - C l
C 1 6 = 4 . * C 0 * C 1 - 1 6 . * 0 0 * * 3 .
C 1 7 = 9 . * 0 0 * * 4 . - 6 . * 0 0 * * 2 . * 0 1  
C 1 8 = 4 . * C 0 * * 3 . * 0 1 - 2 . * C 0 * * 5 .
0 1 9 = 9 . * 0 0 * * 2 . + 4 , * 0 0 - 2 . * 0 1  
C 2 0 = 8 . * 0 0 * 0 1 - 8 . * 0 0 * * 2 . - 4 . * C 0 * * 3 . 
C21=4 . * C 0 * * 3 . - 1 0 .  *<30**2 . *C 1+C 1**2 . 
C 2 2 = 4 . * C 0 * * 3 . * C l - 2 . *C 0*C1**2 . 
C 2 3 = 1 2 . * C 0 * * 2 . - 3 . *C1 
C 2 4 = 1 2 . * C 0 * C l - 8 . * C 0 * * 3 .
C 2 5 = 3 . * C 1 * * 2 . - 1 2 . *C 1*C0**2 . 
0 2 6 = 0 2+ 04+ 06
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C 2 7 = l . +C3+C5+C7
C 2 8 = 1 0 . * C 0 * * 2 .* 0 2 + 0 4 * 0 9 + 0 6 * 0 1 2
C 2 9 = 1 5 . * C 0 * * 2 .+ 0 3 * 0 1 5 + 0 5 * 0 1 9 + 0 7 * 0 2 3
C 3 0 = - 1 0 . * C 0 * * 3 . * 0 2 + 0 4 * 0 1 0 + 0 6 * 0 1 3 + 1 0 . * C 0 * * 2 ,* 0 2 * 0 8 + 0 4 *  
1 0 8 * 0 9 + 0 6 * 0 8 * 0 1 2  
C 3 1 = 2 0 . * C 0 * * 3 . - 0 3 * 0 1 6 - 0 5 * 0 2 0 - 0 7 * 0 2 4
C 3 2 = 5 . * C 0 * * 4 . * 0 2 + 0 4 * 0 1 1 + 0 6 * 0 1 4 - 1 0 . * C 0 * * 3 . * 0 2 * 0 8 + 0 4 * 0 8  
1 * 0 1 0 + 0 6 * 0 8 * 0 1 3  
0 3 3 = 0 3 * 0 1 7 - 1 5 . * C 0 * * 4 . - 0 5 * 0 2 1 - 0 7 * 0 2 5  
0 3 4 = 0 0 * * 2 . *C4-C1*C6 
0 3 4 1 = 0 0 * * 4 . * 0 2 * ( 5 . *C8-C0)
0 3 5 = 0 4 *C8*C11+C6*C8*C14
C 3 6 = 6 . * C 0 * * 5 . - 0 3 * 0 1 8 - 0 5 * 0 2 2 + 6 . * 0 0 * 0 1 * * 2 * 0 7
0 3 7 = 0 0 * * 2 . * 0 4 - 0 1 * 0 6
C 3 8 = - C 0 * * 4 . + 0 0 * * 2 . * 0 1 * 0 3 - 0 1 * * 2 . * 0 5
C C = 1 . /C 2
C 3 9 = ( C C * C 2 6 ) / 2 . - C 2 7
C 4 0 = ( C C * C 2 6 / 2 . ) * ( C 8 - 5 . * C O ) + 6 . * 0 0 * 0 2 7
0 4 1 = 0 0 / 2 . * 0 2 8 - 5 . * 0 0 * 0 8 * 0 2 6 ) - 0 2 9
0 4 2 = 0 0 * 0 3 0 / 2 . + 0 3 1
0 4 3 = 0 0 * 0 3 2 / 2 . + 0 3 3
C 4 4 = C C / 2 . * ( 0 0 * 0 1 * 0 3 4 +C35+C341)+C36
0 4 5 = 0 0 / 2 . * (C O * C l* C 8 * C 3 7 -C O * * 5 .* C 2 * C 8 )+ C 0 * * 2 .* 0 3 8 + 0 1 * *  
1 3 . * 0 7
C COEFFICIENTS OF THE POLYNOMIAL 
CO EFF(l )=C39




C 0EFF (4)=C 42  
COEFF(5 )=C43 
C0EFF (6)=C 44  
COEFF(7)=C45
WRITE(MM,6 )  ( C O E F F ( I ) , 1 = 1 , 7 )
6 FORMAT(5X,7(E12. 5 , 2 X ) / / )
C FIND THE COMPLEX ROOTS OF THE POLYNOMIAL 
CALL RPOLY ( IDEGRE, COEFF, ROOT, IERR)
WRITE(MM,7)  IERR, IDEGRE
7 FORMAT(5X, *IE RR =*, 1 2 , 5 X , 1 5 / / / )
WRITE(MM,8)
8 FORMAT(11X,*REAL PART OF ROOT*, 3X, * IMAG PART OF ROOT* 
1 , 11X,*ROOT NUMBER*/)
DO 9 1 = 1 , IDEGRE
9 WRITE( MM,1 0 )  R O O T ( I ) , I
10 FORMAT(5X,2E20. 5 , 1 2 0 )
C SEPARATE THE REAL AND IMAGINARY PARTS OF ROOT 
DO 11 M=1,6
ROOTl(M,1 ) =REAL( ROOT(M) )
ROOT1(M,2 ) =AIMAG(ROOT(M))
11 CONTINUE
C FIND THE MAXIMUM IMAGINARY PART OF ROOT AMONG THOSE 
C ROOTS
AMAX=ROOTl ( 1 , 2 )




IF (R OO Tl(M N ,2 ) .LE.AMAX) GO TO 12 
AMAX=ROOTl( MN, 2 )
IMAX=MN
12 CONTINUE
C DESIRED FREQUENCY RESPONSE
F R E Q ( J ) =ROOTl( IMAX,1 ) / ( 2 .  * P I ) / 1 0 0 0 .
I F ( J - l )  1 3 , 1 3 , 1 4
13 RK=0.
GO TO 15
14 OMEGA=SQRT(AMAX**2. + R O O T l( I M A X ,1 )* * 2 . )
XKl=OMEGA-1 . *XO( J ) -CK*WC( J )





WRITE(MM,1 6 )  RK
16 FORMAT(5X, *THE ARGUMENT OF THE BESSEL FUNCTION = * ,E 1 2  
1 . 5 / / )
I F ( J - l )  1 7 , 1 7 , 1 8
17 S T ( 1 ) = 0 .0  
GO TO 19
C CALCULATE THE CORRESPONDING STROUHAL NUMBER
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18 S T ( J ) = F R E Q ( J ) * 1 0 0 0 . * D 3 / W C ( J )
19 CONTINUE
WRITE(MM,2 0 )  ROOTl(IMAX,1 ) , ROOTl(IMAX,2 ) , F R E Q ( J ) , S T ( J )
20  FORMAT( 5X,*THE DESIRED SOLUTIONS A R E * /5 X ,2 E 2 0 . 5 /5 X ,* T H  
IE  CORRESPONDING FREQUENCY AT THIS VELOCITY I S * , E 1 5 . 5 , 2  
2X,*KHZ*/5X,*THE STROUHAL NUMBER I S * , E 1 5 . 5 / / / / / )
U ( J + l ) = U ( J ) + 2 0 .
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APPENDIX D
ERROR ANALYSIS
I n  o r d e r  t o  e f f e c t i v e l y  c o m p ar e  t h e  t h e o r e t i c a l ,  
n u m e r i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  an  e r r o r  a n a l y s i s  was  
u n d e r t a k e n .  T h r o u g h o u t  t h i s  r e s e a r c h  e n d e a v o r  a n d  i n  p a r ­
t i c u l a r  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  a s p e c t s  o f  
t h e  p r o b l e m  i t  b e c a m e  e v i d e n t  t h a t  c e r t a i n  s i m p l i f i c a t i o n s  
v /ou ld  b e  n e c e s s a r y .  As a  r e s u l t  o f  t h e s e  s i m p l i f i c a t i o n s  
e r r o r s  m i g h t  h a v e  p o s s i b l y  b e e n  i n t r o d u c e d .
The d e v i a t i o n  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  f r o m  t h e  e x p e r i m e n t a l  
r e s u l t s ,  d u e  t o  n e g l e c t i n g  v i s c o u s  e f f e c t s ,  v a r i a b l e  f l u i d  
p r o p e r t i e s  o r  c o m p r e s s i b i l i t y  e f f e c t s  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  
t h e  t h e o r y ,  h a s  a l r e a d y  b e e n  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  5 .  I n  
t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  u p s t r e a m  f l u i d  a n g u l a r  v e l o c i t y  w0 
a n d  t h e  c o n s t a n t  d o w n s t r e a m  mean a x i a l  v e l o c i t y  W a s  p r e ­
s e n t e d  i n  A p p e n d i x  B, t h e  e r r o r  i n t r o d u c e d  i s  c o n s i d e r e d  
i n s i g n i f i c a n t .  The c o m p l e x i t y  o f  t h e  f l o w  p a t t e r n  b e t w e e n  
s e c t i o n s  A-A a n d  B-B r e n d e r e d  a  q u a n t i t a t i v e  e r r o r  a n a l y s i s  
v i r t u a l l y  i m p o s s i b l e .  The d e r i v a t i o n s ,  h o w e v e r ,  w e r e  
b e l i e v e d  t o  b e  c l o s e  e n o u g h  t o  r e a l i t y  s o  t h a t  t h e  e r r o r s  
c o u l d  b e  c o n s i d e r e d  e x t r e m e l y  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  t h e  o v e r ­
a l l  p e r f o r m a n c e  f e a t u r e s .
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The m o s t  s i g n i f i c a n t  e r r o r s  a r e  f o u n d  i n  t h e  d e r i v a ­
t i o n  o f  e q u a t i o n  ( A 1 4 ) ,  w h e r e  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  J q a n d  
w e r e  e v a l u a t e d  on  t h e  b a s i s  o f  e q u a t i o n  (A6)  a n d  ( A 7 ) .
I t  i s ,  h o w e v e r ,  v e r y  d i f f i c u l t  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m  a s  b o t h  
a r g u m e n t s  o f  J Q a n d  a r e  c o m p l e x  n u m b e r s .  I n  e q u a t i o n  
( A 8 ) ,  J o t o o k  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  t h e  f i r s t  f o u r  t e r m s  o f  
e q u a t i o n  (A6) w h e r e a s  t o o k  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  t h e  f i r s t  
t h r e e  t e r m s  o f  e q u a t i o n  ( A 7 ) . I t  i s  t h e  p u r p o s e  h e r e  t o  
i n v e s t i g a t e  t h e  e r r o r s  i n t r o d u c e d  f r o m  t h e  e l i m i n a t i o n  o f  
t h e  h i g h e r  t e r m s  i n  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  J Q a n d  J ^ .  The 
a c t u a l  v a l u e s  o f  J Q a n d  w i l l  b e  c a l c u l a t e d  b y  c a l l i n g  
t h e  s u b r o u t i n e  COMBES p r o v i d e d  b y  N a t i o n a l  A e r o n a u t i c  a n d  
S p a c e  A d m i n i s t r a t i o n  a t  L a n g l e y  R e s e a r c h  C e n t e r .  T h i s  
s u b r o u t i n e  COMBES i s  t h e  o n l y  known s o u r c e  a v a i l a b l e  f o r
c o m p u t i n g  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s  J  ( z )  a n d  Y ( z )  f o r  c o m p l e xw w
o r d e r s  a n d  a r g u m e n t s .  N o t e  t h a t  t h e  c o n v e r g e n c e  o f  e q u a ­
t i o n s  (A6) a n d  (A7)  i s  p r e m i s e d  on  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  
a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  a r g u m e n t  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  m u s t  
b e  l e s s  t h a n  o n e .  The  a r g u m e n t  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  w i l l  
b e  d e r i v e d  f i r s t  a n d  i t s  a b s o l u t e  v a l u e  e v a l u a t e d  b e f o r e  
p r o c e e d i n g  w i t h  t h e  d e r i v a t i o n .
I t  i s  n e c e s s a r y  t o  f i r s t  d e t e r m i n e  t h e  r e a l  a n d  i m a g i ­
n a r y  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  a r g u m e n t  RK. R e w r i t e  e q u a t i o n  
( 4 0 )  i n  C h a p t e r  2 a s
k l 4 u ) J  .-. ( w -  no) -  kW
K = ----------- ^ ^ ^ —  , ( D l )
w -  nto -  kW o c
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t h e n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  RK b e c o m e s
RK = Rk/ 4w2 -  ( n u  + kW. ) 2 + 2 (nw  + kW ) u>. -  w2 o o______ c________  o______ c__________to -  ( n u  + kW ) o c
(D2)
2 2L e t  A.. = nus + kW . AQ = 4u> -  A., a n d  A„ = RK, a n d1 o c 2 o 1 3
s u b s t i t u t e  i n t o  e q u a t i o n  ( D 2 ) ,  w h i c h  t h e n  b e c o m e s
' | / a 9 +. 2Ar w -  or2 
RK = A_ 2— A ---------- i -------------- (D3)
a u -  k ±
Now a s s u m e
w = u>r  + i  mi  (D4)
w h e r e  wr  an d  uk a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  
p a r t s  o f  p r e c e s s i o n a l  a n g u l a r  v e l o c i t y .
S u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  (D4)  i n t o  e q u a t i o n  (D 3)  a n d
l e t
A4 -  V  R “ r  -  Al )2 + a,2 ] (D5)
A5 ' Aq + 2A^wr  — Wj, + W2 (D 6)
A6 = 2A^w^ -  2 wr cô (D7)
A7 = 0)r  -  A i (D8)
t h e n  o n e  o b t a i n s
RK = A4 C ( A 7  -  i u i ) ( A 5 + i  A g ) * ] .  (D9)
H o w e v e r ,  i t  i s  d e s i r a b l e  t o  c o n v e r t  t h e  e x p r e s s i o n
i
(Ag + i  A g )"  i n t o  a  s i m p l e  X + i  Y f o r m ,  w h e r e  X a n d  Y a r e  
r e a l  n u m b e r s ,  s o  t h a t  t h e  a r g u m e n t  RK c a n  b e  r e a r r a n g e d  i n t o  
a  c o n v e n i e n t  f o r m  f o r  l a t e r  u s e .
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N o t i n g  t h a t  Za  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s
Za = e l n ( Z ) a = e a l n ( Z )  = e a ^ l n ( Z  + i ( 0 l  + 2m7r)^ (DIO) 
w h e r e  Z = x + i y ,  a  i s  e i t h e r  a  c o n s t a n t  o r  a  c o m p l e x
p p i
n u m b e r ,  |Z j  = ( x  + y  ) a , a n d  i s  t h e  p r i n c i p l e  v a l u e  o f
a n g l e  d e f i n e d  b y  0^ = t a n  ( y / x ) .  An a p p r o p r i a t e  s e l e c t i o n
x
o f  0^ a l l o w s  (Ag + i A g ) s t o  b e  w r i t t e n  a s
(Ag + i A g ) ^  = e ^  L ln (A g  + A g ) ' 5 + i  ©1 ] ( D i i )
w h e r e  0.^ = t a n - 1 (A g /A 5 ) ,  o r
( a 5 + iA 6 ) 2 = ( A5 + A6 ^ 4 ^c o s f 1' + (D 12)
A g a i n  l e t
Ag = ( A5 + Ag ) *  (D 13)
Ag = A7 c o s ^ -  + a ^ s i n ^ r  (D 14)
A10 = A7 s i n - ^  -  u i . c o s ^  (D 15)
A11 = A4 A8 A9 <D 1 6 )
A12 = A4 A8 A10 <1)17)
t h e n  e q u a t i o n  (D 9)  b e c o m e s
RK = An  + i  A12 (D18)
w h e r e  t h e  c o n s t a n t  A^^ a n d  A ^  a r e  r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s
o f  t h e  a r g u m e n t .  The  s u b r o u t i n e  COMBES c a n  t h e n  b e  u s e d
t o  e v a l u a t e  t h e  a c t u a l  v a l u e s  o f  B e s s e l  f u n c t i o n s  J  a n do
f o r  e a c h  a r g u m e n t  o f  RK.
Now s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n  (D 18)  i n t o  e q u a t i o n s  (A6) 
a n d  ( A 7 ) ,  o n e  o b t a i n s
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J 0 (P.K) « 1 -  i  (An  + i  A1 2 ) 2 + i ( A u  + i  A1 2 ) 4 -
2 3 0 4  ^Al l  + 1 A12^ (D19)
a n d
J 1<RK) “ * ( Al l  + 1 A12^ "  18 *A11 + 1 A12^ +
354  <A11  + 1 A1 2 ) 5  ' <D 2 0 >
E x p a n d i n g  t h e  p o w e r  s e r i e s ,  s i m p l i f y i n g  a n d  s e p a r a t i n g  t h e  
r e a l  a n d  i m a g i n a r y  p a r t s ,  J Q (RK) b e c o m e s
J0 CKK) « [1  -  * ( A ^  -  AJ )  + ^  ( A ^  -  6A±l  AJ  +
A1 2 ) “  2304  (A11 ~ 15A11 A12 + 15A11 A12 “ 
Ai 2 ) ]  + 1 O  2Ax1 a 12 + 64  (4A11 A12 “
4A11 A1 2 ) "  2304  (6A11 A12 "  20Ai i  Ai 2  + 
6A11A1 2 ^  » ( p 21 )
a n d  J ^ ( R K )  b e c o m e s
^ ( H K )  = [ J  A ^  -  A . ( A l2 -  3A11 aJ )  + g i j C A ^  -
10A11 A12 + 5A11 A1 2 ^  + 1 [ i  Ai 2  '  f g * ' 3 4 ! ! ’
a ^2 A-' °  ^12^ + 3 8 4 (' 5A1 1  A12 ~ 10A11 A12 + A1 2 ^ ’
(D22 )
L e t
A = A2 -  A2 ( D 23)1 3  11  12
A14 ~ A11 6A11 A12 ~ A12 (D24)








t h e n  e q u a t i o n  (D21)  b e c o m e s
J 0 (RK) = Al g  + i  A20 . (D31)
N o t e  t h a t  A^g a n d  A2 q a r e  r e a l  c o n s t a n t  n u m b e r s .
The B e s s e l  f u n c t i o n  J ^ R K )  i s  o b t a i n e d  i n  a  s i m i l a r
A15 = A ^  -  15A^X A^2 + 1 5 A ^
A4 
. 12 -  A6 12
A16
= l An  a 12
A17
=
4A11 A12 ~ 4A11 A12
A18 = 6Al l  AX2 -  20AU  A12 + 6A11 A5
A19 = 1 -  A13 /  4 + A14 /  64 "  A15 /  2304
A20
=
A16 + A17 /  64 A1S / 2304
m a n n e r  t o  J q (RK)  b y  a l l o w i n g
A21 = a 3 A11 - 3A A2 “ l l  12
A22 = A5 - 11 - 10a 3 A2 11 12
A23 = 3A2 11 A12 ~ A12
A24 = 5A4 11 A12 "  10A11
A25 ”  i A n -  A2 2 / 1 6  + .





a J 2 + AX52 ( D 3 5 )
^22 /  384 (D36 )
2̂ 4 / 384 , (D37)
t h e n  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n  J ^ (R K )  c an  b e  w r i t t e n  a s
J X(RK) = A25 + i  A2g . (D38)
N o te  t h a t  a n d  A2g a r e  r e a l  c o n s t a n t  n u m b e r s .
E q u a t i o n s  (D31)  a n d  (D38)  a r e  t h e  a p p r o x i m a t e  s o l u ­
t i o n s  f o r  v a l u e s  o f  B e s s e l  f u n c t i o n s  J  a n d  J . , .o 1
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T h u s  f a r  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  a r g u m e n t  RK an d  
a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s  f o r  J q a n d  J 1 h a v e  b e e n  e s t a b l i s h e d .  
The  a b s o l u t e  v a l u e s  o f  t h e  a p p r o x i m a t e  B e s s e l  f u n c t i o n s  
J Q a n d  a r e  o b t a i n e d  r e s p e c t i v e l y  f r o m  e q u a t i o n s  (D 31)  
a n d  (D 38)  a s
Eq = | J q ( R K ) |  = (A^9 + A2 ^  ( D 3 9 )
a n d
E1 = | J -^ (R K ) |  = (A25 + k 2Q )*  ( D 4 0 )
The  a c t u a l  v a l u e  o f  J Q a s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  c o m p u t e r  o u t p u t
i s
J q (RK) = B J R E ( l )  + i  B J I M ( l )  
f r o m  w h i c h  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  i s  d e f i n e d  a s
Aq = | J q ( RK) | = { [ B J R E ( l ) ] 2 + [ B J I M ( l ) ] 2 }^ (D41)
S i m i l a r l y  t h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  J^CRK) c a n  b e  shown t o  b e
A± = | J 1 (R K ) |  = { [ B J R E ( 2 ) ] 2 + [ B J I M ( 2 ) ] 2 }* (D42)
The  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  a c t u a l  a n d  e s t i m a t e d  v a l u e s  o f  J
o
i s  d e f i n e d  a s
0 o “  l Ao -  Bo l  <D 43>
Th u s  t h e  e r r o r  b a s e d  on t h e  a c t u a l  v a l u e  i s  t h e n  d e f i n e d  a s
| A -  E |
E r r o r  % = --------------- - —  ’ 100% . (D44)
o
In  a  s i m i l a r  m a n n e r  t h e  e r r o r  f o r  i s  d e f i n e d  a s
I A± -  E j
E r r o r  % =  j -   • 100% . (D45)
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The p r o c e d u r e  f o r  d e t e r m i n i n g  t h e  a p p r o x i m a t e  a n d  
a c t u a l  v a l u e s  o f  J Q a n d  i s  a s  f o l l o w i n g :
1 .  D e t e r m i n e  t h e  v a l u e s  o f  u>r  a n d  f r o m  e q u a t i o n  (A 14)  
i n  A p p e n d i x  A f o r  a  s p e c i f i e d  a i r s p e e d .
2 .  S u b s t i t u t e  wr , a n d  o t h e r  r e l e v a n t  i n f o r m a t i o n  i n t o  
e q u a t i o n  (D18)  s o  a s  t o  o b t a i n  t h e  v a l u e s  o f  t h e  r e a l  
a n d  i m a g i n a r y  p a r t s  o f  t h e  a r g u m e n t ,  i . e .  A ^  a n d  A1 2 .
3 .  I n p u t  t h e  v a l u e s  o f  A ^  a n d  A^2 i n t o  t h e  s u b r o u t i n e
COMBES t o  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e s  o f  J  a n d  J -  a n d  i t so 1
a b s o l u t e  v a l u e s .
4 .  Use  t h e  v a l u e  o f  w f r o m  s t e p  1 t o  e v a l u a t e  A^g a n d  A2 q 
a n d  f i n d  t h e  a b s o l u t e  a p p r o x i m a t e  v a l u e  f o r  J Q a s  i n  
e q u a t i o n  ( D 3 9 ) .
5 .  P r o c e e d i n g  a s  i n s t r u c t e d  i n  s t e p  4 a n d  by  c a l c u l a t i n g  
A2 g a n d  A2 g o n e  o b t a i n s  t h e  a b s o l u t e  a p p r o x i m a t e  v a l u e  
f o r  a s  i n  e q u a t i o n  ( D 4 0 ) .
6 .  The  s o l u t i o n s  f r o m  s t e p s  3 ,  4 a n d  5 a r e  t h e n  c o m p a r e d
w i t h  t h e  a b s o l u t e  a c t u a l  v a l u e s  o f  J  a n d  J.. a s  i no 1
e q u a t i o n s  (D 41)  a n d  ( D 4 2 ) .
7 .  C a l c u l a t e  t h e  e r r o r  f o r  J Q a n d  b y  u s i n g  e q u a t i o n s  
(D44)  a n d  (D45)  r e s p e c t i v e l y .
The f l o w  d i a g r a m  i s  shown i n  F i g .  D . l ,  a n d  t h e  c o m p u t e r  
p r o g r a m  a p p e a r s  on p a g e s  1 6 7 - 1 7 5 .  A s a m p l e  o u t p u t  a p p e a r s  
on p a g e  1 7 6 .
Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
165
F i n d  d e s i r e d w  a n d  w. f r o m  
t h e  l i s t e d  s t e p  i n  A p p e n d i x  C
CALL COMBES ( A . ^ ,  A± 2 _____)
G e t  a c t u a l  v a l u e s  o f  J,-. a n d  J
F i n d  t h e  a r g u m e n t  o f  J  i n  t h e  
f o r m  RK = A ^  + i  A^2
F i n d  Aq , Eq , A^ a n d  E^ f r o m
e q u a t i o n s  ( D 4 1 ) ,  ( D 3 9 ) ,  (D42)  
a n d  (D 40)
C a l c u l a t e  t h e  f r e q u e n c y  
e t c .
c e d u r e s .
R e t u r n  t o  o r i g i n a l  p r o -
C a l c u l a t e  t h e  e r r o r  p e r c e n t a g e  
b y  u s i n g  e q u a t i o n s  ( D 4 4 ) ,  a n d  
( D 4 5 )
G e t  e s t i m a t e d  v a l u e s  o f  J  a n do
J ± b y  c a l c u l a t i n g  A±Q, A2 Q ,
A2 5 ’ A26
F i g .  D . l  F lo w  d i a g r a m  f o r  t h e  e r r o r  a n a l y s i s  i n  
t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s .
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The c o m p u t e r  o u t p u t  sh o w s  t h a t  t h e  a r g u m e n t s  o f  t h e  
B e s s e l  f u n c t i o n s  a r e  i n d e e d  l e s s  t h a n  o n e  f o r  e a c h  c a s e  
sh o w n .  T h e r e f o r e ,  s i n c e  t h e  p r o c e d u r e  f o r  d e r i v i n g  a n d  
c a l c u l a t i n g  t h e  n u m e r i c a l  s o l u t i o n s  s a t i s f i e s  t h i s  r e q u i r e ­
m e n t ,  t h e  s o l u t i o n  p r o c e d u r e  i s  c o r r e c t .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  
e r r o r  a n a l y s i s  r e v e a l s  i n s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t h e  a c t u a l  a n d  e s t i m a t e d  v a l u e s  o f  t h e  B e s s e l  f u n c t i o n s .
The  e r r o r s  b a s e d  on  e q u a t i o n s  (D44)  a n d  (D45)  w e r e
0 . 1 1  x  10 ^ when J q h a d  t h e  v a l u e  o f  1 ,  a n d  0 . 2 5  x  1 0 - ^ 
when J1  h a d  t h e  v a l u e  o f  0 . 6 7 6  x  10'"1 .
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PROGRAM WHISTL ( INPUT, OUTPUT,TAPE5=INPUT,TAPE6=OUTPUT) 
DIMENSION VEL(1 1 ) , WC(1 1 ) , R E (1 1 ) , S T ( 1 1 ) , UU(1 1 ) , WCK(1 1 ) ,  
DIMENSION U ( l l )
DIMENSION ALPHAD( 5 ) , N l ( 5 ) , EREQ(1 1 ) , XO(1 1)
DIMENSION COEEF(7 )  , ROOTl( 6 , 2 )  , Q( 1 1 )  , QQ( 11)
DIMENSION BJRE( 50 ) , B J I M (5 0 ) , YRE( 1 0 ) , YIM(10)




WRITE( MM, 1 )
1 FORMAT( 1H1)
IDEGRE=6 
P I = 3 . 1 4 15927  
XNU=160. OE - 0 6  
N=1
LL=1
D 1 = 0 . 7 4 5 / 1 2 .
DO 25 LM=1,3 
I F ( L M - 2 ) 2 , 3 , 4
2 D 2 = 0 .6 2 5 / 1 2 .
GO TO 5
3 D 2 = 0 . 6 / 1 2 .
GO TO 5
4 D 2 = 0 . 3 7 5 / 1 2 .
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5 CONTINUE
DO 24 NM=1,2  
I F ( N M - l )  6 , 6 , 7
6 D 3 = 0 . 3 7 5 / 1 2 .
GO TO 8
7 D 3 = 0 . 2 5 / 1 2 .
8 CONTINUE 
WRITE(MM,9 )  LL
9 FORMAT( 5 X , *FOR THE DEVICE * , 1 1 / )
R = D 3 / 2 .
H = 0 . 1 / 1 2 .
CKW=CK/( 2 . * P I )
DO 23 I J = 1 , 3  
X I J = I J + 2  
DO 22 1 1 = 1 , 3  
N l ( I I ) = I 1+1 
A L P H A D ( IJ ) = X IJ* 1 5 .
WRITE(MM,1 0 )  N l ( I I ) . A L P H A D ( I J )
10 FORMAT( 5 X , I I , * - * , F 3 . 0 . *DEGREE SWIRLER*/ / )
ALPHA=ALPHAD( I J ) * P I / 1 8 0 .
AREAA=P1 / 4 . * ( D 1 * * 2 . - D 2 * * 2 . ) - N l ( I I ) * H * ( D 1 - D 2 ) / 2 .
A REAB=PI/4 .*D3**2
R E 2 = S Q R T ( ( D l /2 . ) * * 2 - ( AREAA/PI) )
WRITE(MM,1 1 )
11 FORMAT( 5X, *VEL*, 11X, *RE J * , 1 1 X , * I M  J* ,8X,*ERROR % * ,14X
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1,*ARGUMENT OF J*/)
U ( 1 ) = 0 . 0
C * * * *******  CHANGE VELOCITY * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
DO 21  J = l , l l
V E L ( J ) = U ( J ) * 5 2 8 0 . / 3 6 0 0  .
U U ( J ) = U ( J ) * 1 . 6 0 9 3 5
QC J ) = V E L (J ) *COS( ALPHA) * AREAA*60.
QQ(J)=UU(J)*COS(ALPHA)* 1 0 0 0 . / 6 0 . *AREA*0. 0 9 2 9  
WC( J ) =VEL( J ) *COS( ALPHA) * AREAA/ AREAB 
WCK( J ) =WC( J ) * 0 . 3 0 4 8 0 1 E - 0 3 * 3 6 0 0 .
RE( J ) =WC( J ) *D3/ XNU
X O ( J ) = 2 . *VEL(J)*SIN (AL PH A )* ( ( D l / 2 . ) * * 3 . - R E 2 * * 3 . ) /R * * 3  
1 . * ( D1/ 2 . +RE2) )
CO=XO( J ) +CK*WC( J )
C l = 4 . * X O ( J ) * * 2 . - C O * * 2 .
C2=R*CK/2.
C 3 = C 2 * * 2 .
C 4 = C 2 * * 3 . / 2 .
C 5 = C 2**4 . / 4 .
C 6 = C 2 * * 5 . / 1 2 .
C 7 = C 2 * * 6 . / 3 6 .
C8=XO(J)-CK*WC(J)
C 9 = 9 . *CO**2. - C l  
C 1 0 = 3 . * C O * C l - 7 . *CO**3.
C l l = 2 . *CO**4. - 3 . *C0**2*C1 
C 1 2 = 8 . *CO**2. - 2 . *C1
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C l 3 = 4 . * C O * C l - 4 . * 0 0 * * 3 . + 2 . *C1 
C 1 4 = C 1 * * 2 . - 4 . * C 0 * * 2 . *C1 
C 1 5 = 1 4 . * C 0 * * 2 . - C l  
C 1 6 = 4 . * C 0 * C 1 - 1 6 . * C 0 * * 3 .
C 1 7 = 9 . * C 0 * * 4 . - 6 . * C 0 * * 2 . *C1 
C 1 8 = 4 . * C 0 * * 3 . * C l - 2 . * C 0 * * 5 .
C 1 9 = 9 . * C 0 * * 2 . + 4 . * C 0 - 2 . *C1 
C 2 0 = 8 . * C 0 * C l - 8 . * C 0 * * 2 . - 4 . *CO**3.
C 2 1 = 4 . * C 0 * * 3 . - 1 0 . * C 0 * * 2 . *C 1+C 1**2 .
C 2 2 = 4 . * C 0 * * 3 . * C l - 2 . *C 0* C 1 * * 2 .
C 2 3 = 1 2 . * C 0 * * 2 . - 3 . *C1 
C 2 4 = 1 2 . * C 0 * C l - 8 . * C 0 * * 3 .
C 2 5 = 3 . * C 1 * * 2 . - 1 2 . *C1* CO**2
C26=C2+C4+C6
C 2 7 = l . +C3+C5+C7
C 2 8 = 1 0 . *CO**2. *C2+C4*C9+C6*C12
C 2 9 = 1 5 . *CO**2. +C3*C15+C5*C19+C7*C23
C 3 0 = - 1 0 . *C O **3 . *C2+C4*C10+C6*C13+10. *CO**2. *C2*C8+C4* 
1C8*C9+C6*C8*C12 
C 3 1 = 2 0 . * C 0 * * 3 . -C 3*C 16-C 5*C20-C7*C 24
C 3 2 = 5 . *CO **4 . *C 2+C4*C11+C6*C14-10 . * C 0 * * 3 . *C2*C8+C4*C8* 
1C10+C6*C8*C13 
C 3 3 = C 3 * C 1 7 - 1 5 . * C 0 * * 4 . -C5*C21-C7*C25  
C34=CO**2. *C4-C1*C6 
C341=CO**4. * C 2 * ( 5 . *C 8-C 0)
C35=C4*C8*C11+C6*C8*C14
Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
171
C 3 6 = 6 . * C 0 * * 5 . -C 3 * C 1 8 - C 5 * C 2 2 + 6 . *C0*C1**2*C7
C 3 7= C 0**2 . *C4-C1*C6
C 3 8 = - C 0 * * 4 . * C 0 * * 2 . * C 1 * C 3 - C 1 * * 2 . *C5
C C = 1 . /C 2
C 3 9 = ( C C * C 2 6 ) / 2 . -C 2 7
C 4 0 = (C C * C 2 6 /2 . ) * ( C 8 - 5 . * C 0 ) + 6 . *CO*C27
C 4 1 = C C /2 . * ( C 2 8 - 5 . *CO*CS*C26)-C29
C 42= C C * C 3 0 /2 . +C31
C 43=C C*C 32/2 .+C 33
C 4 4 = C C /2 . *(CO*Cl*C34+C35+C341)+C36
C 4 5 = C C /2 . * (C O * C l*C 8*C 37-C O **5 . * C 2 * C 8 )+ C 0 * * 2 . *C38+C1**3




C 0E FF (4)=C 42  
C 0E F F (5 )= C 43  
C 0EFF (6)=C 44  
C 0EFF (7 )= C 45
CALL RPOLY ( IDEGRE, COEFF,ROOT, IERR)
DO 12 M = l , 6
ROOTl(M,l)=REAL(ROOT(M))
ROOT1( M, 2 ) = AIMAG(ROOT(M))
12 CONTINUE
AMAX=ROOTl( 1 , 2 )
IMAX=1
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DO 13 MN=2,6
IF(RQ0T1(MN,2).LE.AMAX) GO TO 13 
AMAX=ROOTl( MN, 2 )
IMAX=MN
13 CONTINUE
EREQ(J)=ROOTl(IMAX,1 )  / ( 2 . * P I ) / 1 0 0 0 .
C NOW CALCULATE THE REAL AND IMAGINARY PART OF ARGUMENT
C OF THE BESSEL FUNCTION
ZR=ROOTl(IMAX,1)
ZI=ROOTl( IMAX, 2 )
Al=N*XO( J ) +CK*WC( J )
A2=4.*XO(J)-**2-A-l**2-  -. "  ........
A3=R*CK
A4=A3/(  ( Z R -A 1 ) * * 2 + Z I* * 2 )
A5=A2+2. *A1*ZR-ZR**2+ZI**2 
A 6 = 2 . * A l * Z I - 2 . *ZR*ZI 
I F ( J - l )  1 4 , 1 4 , 1 5
14 B J R E ( 1 ) = 1 .
B J I M ( 1 ) = 0 .
B J R E ( 2 ) = 0 .
B J I M ( 2 ) = 0 .
A 1 9 = l .
A 2 0 = 0 .
A 2 5 = 0 .
A 2 6 = 0 .
PE0 = 0 .
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P E1= 0 .
GO TO 16 
15 CONTINUE
THETA1=ATAN2( A 6 , A5)
THETA=THETAl/2.
A7=ZR-A1





C FIND THE ACTUAL VALUES OF THE BESSEL FUNCTIONS 
CALL COMBES( A l l , A 1 2 , 0 . , 0 . , 1 , B JR E , B J I M , YRE, YIM)
C FIND THE ESTIMATED VALUES OF BESSEL FUNCTION JO 
A 13=A11**2-A12**2
A 1 4 = A l l * * 4 - 6 . *A11**2*A12**2+A12**4
A 1 5 = A 1 1 * 6 - 1 5 . *A 1 1 * * 4 * A 1 2 * * 2 + 1 5 . *A 11**2*A 12**4-A 12**6
A 1 6 = - 0 . 5*A11*A12
A 1 7 = 4 . * A l l * * 3 * A 1 2 - 4 . *A11*A12**3
A18=6 . * A l l * * 5 * A 1 2 - 2 0  . *All**3* 'Al’2 **3+6 . *A11*A12**5 
A 1 9 = l . - A 1 3 / 4 . + A 1 4 / 6 4 . - A 1 5 / 2 3 0 4 .
A 20 = A 1 6 + A 1 7 /6 4 . - A 1 8 / 2 3 0 4 .
C FIND THE ESTIMATED VALUES OF BESSEL FUNCTION J 1  
A 2 1 = A l l * * 3 - 3 . *A11*A12**2
A 2 2 = A 1 1 * * 5 - 1 0 . * A l l * * 3 * A 1 2 * * 2 + 5 . *A11*A12**4 
A 23=3 .* A 1 1 * * 2 * A 1 2 -A 1 2 * * 3
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A 2 4 = 5 . * A 1 1 * * 4 * A 1 2 - 1 0 . *A11**2*A12**3+A12**5  
A 2 5 = 0 . 5 * A 1 1 - A 2 1 / 1 6 . + A 2 2 / 3 8 4 .
A 2 6 = 0 . 5 * A 1 2 - A 2 3 / 1 6 . + A 2 4 / 3 8 4 .
C ACTUAL VALUE OP JO
CAO=SQRT(BJRE( 1 ) *  * 2 + B JIM (1 ) * * 2 )
C ESTIMATED VALUE OF JO 
CEO=SQRT(A19**2+A20**2)
C ACTUAL VALUE OF J 1
CA1=SQRT(BJRE( 2 ) **2+B JIM (2 ) * * 2 )
C ESTIMATED VALUE OF J 1  
CE1=SQRT(A25**2+A26**2)
DCO=ABS( CAO-CEO)
C ERROR PERCENTAGE OF JO 
PEO=DCO/CAO*100.
DC1=ABS(CA1-CE1)
C ERROR PERCENTAGE OF J 1  
PE1=DC1/ CA1*1 0 0 .
16 CONTINUE
WRITE(MM,1 7 )  U ( J ) , B J R E ( 1 ) , B J I M ( 1 ) , A 1 1 , A 1 2 , A 1 9 , A 2 0 , P E O  
1 , B J R E ( 2 ) , B J I M ( 2 ) , A 2 5 , A 26 ,P E 1
17 FORMAT(5X,F4. 0 , 2 X , * ( A ) * , E 1 3 . 7 , 2 X , E 1 3 . 7 , 1 5 X , * ( * , E 1 3 .7  
1 , *  +1 * , E 1 3 . 7 , * ) * / 1 1 X , * ( E )  * , E 1 3 . 7 , 2 X , E 1 3 . 7 , 2 X , E 1 1 . 5 /  
2 1 1 X ,* ( A )  * , E 1 3 . 7 , 2 X , E 1 3 . 7 / 1 1 X , * ( E )  * , E 1 3 . 7 , 2 X , E 1 3 . 7 , 2  
3 X , E l l . 5 / )
I F ( J - l )  1 8 , 1 8 , 1 9
18 S T ( 1 ) = 0 .0
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GO TO 20
19 S T ( J ) = E R E Q ( J ) * 1 0 0 0 . * D 3 / W C ( J )
20  CONTINUE 
U ( J + l ) = U ( J ) + 2 0 .
21  CONTINUE
22  CONTINUE







Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
176
Saint'* n _  ______________ _________
(0* me oevice i "(p, =°-74?V 6 5 * ^ ,
m e * :  -••;• •■;-----------------,r..........—  tfi>- r f - - " - - " - -  -, 2 - * 5 . D E C R E E
V t L  f M p H )
0 . , f ( A )
J * l ( 6 )
j / U ‘  0  ‘  ( ( 6 )  0
2 0 . ( A  1
( 6 1
« * » . . . <  
( 6 1  .
* 0 . I A |  .  
( 6 1  .  
t i l  .
< 6 »  .  . ,
s o . 1 * 1  .  
- 1 6 1  .  
( A )  .  
( 6 )  .
8 0 . 1 * 1  .  
( 6 )  .  
( A )  _  ,  
( 6 1  ,
t o o . ( * ) _ *  
( 6 )  .  
( A )  •
( ? ! _ ! .
1 2 0 . t i l  .
( 6 1  _ t !  
( A )  . 1  
( 6 )
1 * 0 . I  A  1 .  1 
( 6 1  . 1  
( A l .  .  i <  
( 6 )  , 1
1 6 0 , ( A ) . _ _ * J  
( 6 )  - . 1  
( A )
( 6 )  . j
1 8 0 . ( A *  7 i  
( 6 )  . 1
Kern. .. ... laxjLL
ppm..






. . .  .  .  a * _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ ;_ _ _ _ o , . _  _ _ _
— ..................l . . . ._
,10032846*01......12989866-0?____
1 ,12989866-0? ..... j .? ? ? 23 6 6 E -o fT |" -7 i lftTI076*OOr




1116 7 846-01 -.88*43926-01
1(167866-01 -.58**3926-01 ,293906-08
.1080*6-07
.  f  , 2 2 ? 2 J * * f - « l  ♦ ! .- .111671076*001
.100329*6*01 . ,12989866-0? ___
. . .  ,100328*6*01 _ ...12989866-0? . . . , 1 0 9 .0 9 6 - 0 7 -----
1*1 , U l9 ? a * E .r a i_ - i ,M .4 i3 9 2 L t 0 1
 1 ..,2 2 2 2 3 * * 6 rOl ..♦.'l r ,U 9 7 l0 7 t* '9 0 T
 “ , 111876*6-91..,= .98*4 J3?E=01------,25.3766=00..
<E1 _  -.88**3926-01
12999866=02.___ i l  05.0 9 6-.O il
88**3926-01 ____
.293836-0 Q_
.222?3**6-pj~* 1~ rV 1167107.6 *flfll_
(A I .100328*6*01  .12989886-02 -----  .
2 a *  6  * o i _____ ,1 .2 2 a 3 « .9 6 r f l2 ____ . 1 0 ? 0 ? 6 = a L
~t ri2223**E?Q l.~»lIr.L l971071*001
_.(. .,2222*3**£=0l . U  . r i l  1.9 71076*001.
=*58**3926=01-
JgJ • J lll679*6rOlT^=*59**3926=fll----- ,253.876=08.
~,1 7989866 -02- 
_  12989866.-02-
*1 .22223**^-01 ♦; -.11671076*001-
_.10S0* jr07_ 
1.293876-08^
.12989866-02 ...I ,22223**6-01 *1 -.11671076*001 
.105086-07..................  - —  --------
’ (61 .111678*6-01,..= .98**3926-01.
200.,... (AI ,100329*6*01 ,12.989866=02.
16) .100 328*6*01___ .12989866-02__ ,1080*6-07
II I  .111678*6=01__=.58**392E-0L______________
. (61 ,1 1 1678*6-01 - . 98**3926=01___ ,293.97.6=0 8.
...253806-08___________________
I_x2.2223**6=oi_i| 1.1.6 71.076 *oo i _
Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
APPENDIX E
THE CONSTRUCTION OF FIGURES 72 THROUGH 83
The  p r o c e d u r e  f o r  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  s c a l e s  a n d  
d a t a  l i n e  i s  a s  f o l l o w :
1 .  F i n d  t h e  s l o p e ,  m, o f  t h e  d a t a  l i n e  i n  c l o s e d  c o n d u i t  
t e s t  r e s u l t s .
2 .  (A) I f  t h e  d a t a  l i n e  g o e s  t h r o u g h  t h e  o r i g i n ,  a s  i n
( a )  F i g .  E . l ,  c a l c u l a t e  t h e  r e c e i p r o c a l  o f  t h e  
s l o p e ,  a n d  o b t a i n  t h e  s c a l e  f o r  f l o w  r a t e  p e r
3
u n i t  f r e q u e n c y  r e s p o n s e ,  i . e . ,  (m / m i n ) / K H z .
(B)  I f  t h e  d a t a  l i n e  d o e s  n o t  go t h r o u g h  t h e  o r i g i n ,  
a s  i n  ( b )  F i g .  E . l ,  c a l c u l a t e  t h e  r e c i p r o c a l  o f  
t h e  s l o p e ,  a n d  o b t a i n  t h e  s c a l e  f o r  f l o w  r a t e  
p e r  u n i t  f r e q u e n c y  r e s p o n s e .  Then u s e  t h e  
f o l l o w i n g  f o r m  t o  m ark  t h e  s c a l e  f o r  f l o w  r a t e .
Q = ~ ~  F + S ( E l )
3 .  Mark t h e  s c a l e  o f  t h e  f r e q u e n c y  r e s p o n s e ,  F ,  on  t h e
l e f t  h a n d  s i d e  o f  t h e  f i g u r e .  A l s o ,  m ark  t h e  s c a l e
o f  t h e  t r u e  a i r s p e e d ,  U, on  t h e  b o t t o m  o f  t h e  f i g u r e  
a s  shown i n  F i g .  E . 2 .
4 .  (A)  I f  t h e  d a t a  l i n e  a s  m e n t i o n e d  i n  s t e p  2 g o e s
t h r o u g h  t h e  o r i g i n ,  m a rk  t h e  s c a l e  o f  t h e  f l o w
177
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T y p e s  o f  d a t a  l i n e  t a k e n  a t  c l o s e d  
c o n d u i t  t e s t .
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Reproduced with permission of the copyright owner. Further reproduction prohibited without permission.
180
r a t e  on  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  t h e  f i g u r e  w i t h  
3
z e r o  m / m i n  a t  b o t t o m  l i n e  a s  i n  ( a )  F i g .  E . 2 .
(B)  I f  t h e  d a t a  l i n e  a s  m e n t i o n e d  i n  s t e p  2 d o e s
n o t  go t h r o u g h  t h e  o r i g i n ,  m a r k  t h e  b o t t o m  l i n e  
w i t h  t h e  v a l u e  o f  S ,  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
s c a l e s  b a s e d  on  e q u a t i o n  ( E l )  a s  i n  ( b )  F i g .  E . 2 .
5 .  F i n d  t h e  s l o p e  o f  t h e  d a t a  l i n e  t a k e n  f r o m  t h e  w i n d  
t u n n e l  t e s t ,  t h e n  c a l c u l a t e  t h e  r e c i p r o c a l  o f  t h e  
s l o p e  t o  o b t a i n  t h e  v a l u e  o f  a i r s p e e d  p e r  u n i t  f r e ­
q u e n c y  r e s p o n s e ,  F .
6 .  F i n d  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  o n e  KHz a n d  t h e  v a l u e  Fr
f r o m  s t e p  5 .
7 .  Draw t h e  l i n e  w h i c h  c o n n e c t e d  t h e  o r i g i n  a n d  t h e  
i n t e r s e c t i o n  f o u n d  i n  s t e p  6 .  H e n c e  t h i s  l i n e  
r e p r e s e n t s  t h e  d e s i r e d  r e l a t i o n s h i p  among t r u e  a i r ­
s p e e d ,  f l o w  r a t e  a n d  f r e q u e n c y  r e s p o n s e  a s  shown i n  
F i g .  E . 3 .
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